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Vorwort, 



Vorliegende Darstellung der Anfangsgründe der Arithmetik 
und Algebra eröfEnet eine Reihe von mir seit Jahren geplanter 
Schnlbflcher. Die Ausarbeitung schliefst sich nach Inhalt und Form 
den neuen Lehrvorschriften an. Darum sind nicht nur manche 
früher in Obersekunda und Prima behandelte Abschnitte wie Kom- 
binatorik, Kettenbrüche, unbestimmte Gleichungen u. e. w. weg- 
gefallen, sondern es fehlt auch die Lehre von den Verhältnis- 
gleichungen. Dieselbe kann thatsächlich nur als HUlfswissenschaft 
der Ähnlichkeitslehre in der Geometrie eine besondere Darstellung 
beanspruchen. Ebenso ist die Lehre von der Division mehrglie- 
driger Ausdrücke den allgemeinen Sätzen über Gleichungen unter- 
geordnet und damit ganz ans Ende gerückt. Überhaupt sind 
schwierigere Fragen, welche beim Aufgabenlösen gelegentlich auf- 
tauchen, aber durch die Lehrvorschriften nicht ausdrückliche Er- 
wähnung finden, in die beiden Schlul^paragraphen verwiesen. 
Andere Schwierigkeiten, welche beim ersten Lehrvortrage über- 
gangen werden müssen oder für eine ausgiebigere Behandlung 
sich nicht eignen, sind durch Kleindruck gekennzeichnet. Es mag 
besondei^ betont werden, dals in der Lehre von den Potenzen 
und Wurzeln unter Ausscheidung alles überflüssigen Lernstoffes 
nur wissenschaftlich und praktisch wichtige Erscheinungen zur 
Behandlung gelangt sind. Von Künsteleien, wie von negativen 
und gebrochenen Wurzelexponenten, hat der Verfasser ganz ab- 
gesehen. Solche Dinge kommen dem Fachmathematiker nicht 
unter die Augen und werden daher auch Primanern ohne Nach- 
teil unbekannt bleiben dürfen. Dagegen sah es der Verfai 
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als seine beaondere Aufgabe an , im Sinne der neuen Lehrvor- 
schriften den flbrigen Lehrstoff zu vertiefen und fUr zweckmäfsige 
Übungen den Boden zu bereiten. 

An einigen Stellen glaubt der Verfasser anch aachlich Neues 
geboten zu haben. Doch ist hei einem Schulhuche die Darstellung 
allgemein bekannter Dinge selbstverständlich in so überwiegender 
Weise die Hauptsache, dafs die Art derselben allein Über Wert 
oder Unwert eines solchen Buches entscheidet. 

Der Verfasser war bemüht, wissenschaftliche Strenge mit 
Klarheit zu verbinden. Dieses Ziel ist aber beim Jugendunterrichte 
nicht durch grundlegenden strenggegliederten Lehraufbau, sondern 
nur durch allmählichen Fortschritt an der Hand viel&cher und 
nachhaltiger Übung zu erreichen. Keine Rechnung ohne 
Probe, kein Satz ohne Zahlenbeispiel. Denn wie Inder 
Physik und Chemie der Versuch, so ist in der Zahlenlehre die 
Bechnungsthatsache entweder Bestätigung einer alten oder Quelle 
einer neuen Wahrheit. Das sind unverbrüchlich feststehende 
Grundsätze für jeden, der sich mit rechnender Mathematik be- 
schäftigt, und zwar in gleichem Mafse, wenn gleich in ver- 
schiedener Weise geltend für Schüler und Meister. 

Düren, im Mai 1893. 

Der Verfasser. 
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Erster Lehrgang. 



§ 1. Vopbegriffe. 

Addieren heiTst zusammenzählen. Addierte Zahlen heifsen 
tiiummanden. 

Multiplizieren helfet eine Zahl, nämlich den Multipli- 
kandus, so oft zählen, als eine zweite Zahl, der Multipli- 
kator, anzeigt. 

Bezüglich der Multiphkation können vier Gesetze aufgestellt 
werden. Das erste derselben lautet : 

Multiplikator und Multiplikandus können mit- 
einander vertauscht werden, ohne dafs das Ergebnis 
der Multiplikation sich ändert. 

Man nennt daher Multiplikator und Multiplikandus 
mit gemeinsamem Namen Faktoren, Das Ergebnis der Multi- 
plikation heifst Produkt, 

Bisher war nur von zwei Faktoren die ilede. Multipliziert 
man eine Zahl mit einer zweiten, hierauf das gewonnene Pro- 
dukt mit einer dritten Zahl, hierauf das neu entstandene Produkt 
mit einer vierten Zahl, so nennt man das Endergebnis ein Pro- 
dukt aus vier Faktoren. 

Die Richtigkeit dieser Benennung beruht auf dem Umstände, 
dafs es gleichgültig ist, in welcher Reihenfolge man aus den vier 
Faktoren das Produkt bildet. Z. B. die Faktoren 2, 4, 3, 5 geben : 

1) 2-4=8; 8 ■ 3 = 24; 24 ■ 5 = 120. 

2) 4 ■ 5 ^ 20; 20 ■ 3 ^ 60; 60 ■ 2 ^ 120. 
Es ist 2 ■ 4 ■ 3 ■ 5 = 120 

und ebenso 4 ■ 5 ■ 3 ■ 2 = 120. 

Ahnlich kann man aus drei, fünf, sechs, sieben u. s. w. Fak- 
toren Produkte bilden. Die Reihenfolge der Multiplikationen ist 

Scliwerliig, Arithmetik und Algebra. 1 
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ganz gleichgültig, stets wird dasselbe Produkt erhalten. Aber man 
kann noch weiter gehen und bemerken, dafs es auch gestattet ist, 
beliebige Faktoren zu Unterprodukten zu vereinigen. So ist 
es z. B. bei dem aus sechs Faktoren gebildeten Produkte 
2.3-4-5-6-7^ 5040. 

Vereinigen wir den ersten und sechsten Faktor zu einem 
Unterprodukte 2 ■ 7 = li; dann den zweiten und fünften zu 
dem Unterprodukte 3 ■ Ö = 18; endlich den dritten und vierten 
4 - 5 ^ 20. Nun bilden wir aus diesen drei Unterprodukten 
als Faktoren das Hauptprodukt, so wird übereinstimmend 
mit obigem Ergebnisse 

14 • 18 ■ 20 = 5040. 
So erhalten wir ein neues (das dritte) Multiplikationsgesetz: 

Bei der Ausführung der Multiplikation ist man 
berechtigt, beliebige Faktoren zu Unterprodukten zu 
vereinigen. 

Ein Produkt aus gleichen Faktoren heiCst Po- 
tenz. Der gleiche Faktor heifst Grundzahl. Diejenige Zahl, 
welche angiebt, wievielmal dabei die Grundzahl als Faktor ge- 
setzt werden soll, heifst Exponent. Man achreibt Potenzen 
folgendermafsen : 

2.2-2-2 = 2* = 16; 3-3 = 3^ =9; 5-5-5 = 5S = 125. 
2* spricht man „2 hoch 4"; 5* spricht man „5 hoch 3' u. s.w. 

Antnerkunff, Man achte daranf, die Eiponenten immer in viel kleinerer 
Schrift als die Grundzahlen zu achreiben. Das Zeichen = spricht man „gleich" 
oder .ist gleich', a^ spricht man auch ,a Quadrat*. 

Eine Gleichung ist die Verknüpfung zweier 
Zahlengröfsen durch das Zeichen =, das Gleichheits- 
zeichen. 

Man überzeuge sich von der Richtigkeit folgender Glei- 
chungen: 



25 ^5' 

30:^8 ■ 

35 = 5 ■ 
40 = 2> . 
45 = 3^ . 
50^2 ■ 



1 = 1 


2^2 




3 = 3 


4 = 2= 




6 = 2 -3 


7 = 7 




'8 = 2= 


9 = 3= 




11 = 11 


12 ^2^ 


3 


13 = 13 


14 = 2 


7 


16 = 2* 


17 = 17 




18 = 2 -3' 


19 = 19 




21 = 3 -7 


22^2 


11 


23 = 23 


24 = 2' 


3 


26 = 2 -13 


27 = 3> 




28 = 2' - 7 


29 = 29 




31 =31 


32 = 2'- 




' 33 = 3 - 11 


34 = 2 


17 


36 = 2* ■ 3' 


37 = 37 




; 38 = 2 - 19 


39 = 3 


13 


41 =4t 


42 = 2 


3-7 


43 = 48 


44 = 2' 


11 


46 = 2 - 23 


47:=i47 




'' 48 = 2< . 3 


4fi = 7* 





51 — 3 ■ 
56 - 2» ■ 



76 = 2» . 19 
81 ^3* 



^7 ■ 13 
^2» -8 



= 2' ■ 13 
57 ^ 3 -19 



53 = 53 
58 = 2 ■ i 
63 = 3' ■ ' 
67 = 67 68 = 2' ■ : 

72 ^ 2' ■ 3* : 73 — 73 
77 ^ 7 ■ U j 78 = 2 ■ ; 

^2 -41 83 = 88 
87 = 8 - 29 88 = 2> - : 
^ 2' ■ 23 93 = 3 - 1 



54 = 2 ■: 

59 = 59 
4^2« 
9 = 3 -1 

74 = 2 -i 
; 79 = 79 



97 = 97 



^2-47 
^3* -11 



95 = 5 ■ 19 
100 = 2* ■ 5' 



Die Zahlen 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 u. s. w. sind unzer- 
legbar. Man nennt sie Primzahlen. 

Wenn man jedes Glied einer Summe mit einer Zahl 
multipliziert und die gewonnenen Produkte addiert, 
so erhält man dasselbe Ergebnis, als wenn man die 
Summe mit derselben Zahl multipliziert. (Zweites Multi- 
plikationsgesetz.) 

So bat man die Summe: 

3 + 4 + 5 + 7 + 3 = 22. 

Multipliziert man jeden Summanden mit 4 und addiert die 
gewonnenen Produkte, so mufs dasselbe herauskommen, als wenn 
man die Summe 22 mit 4 multipliziert. In der That ist: 
12 + 16 + 20 + 28 + 12 = 88. 

Um anzudeuten, dafs eine Summe mit einer Zahl multipliziert 
werden soll, bedient man sich der Klammern. Der Ausdruck 

4 (3 + 4 + 5 + 7 + 3), 
bei welchem auch noch der Multiplikationspunkt weggelassen wird, 
hat also den Sinn: „Man addiere 3, 4, 5, 7, 3 und multipliziere 
das, was herauskommt, mit 4." Ebenso würde das Zeichen 2 (3 ■ 5) 
den Sinn haben: „Man multipliziere 3 mit 5 und multipliziere das 
Ergebnis mit 2," Nach dem dritten Multiplikatiousgesetze ist 
2 (3 ■ 5) = 3 (2 ■ 5) = 5 (2 ■ 3) = 2 • 3 ■ 5. 

g ä. Darstellnng der Zahlen. 

Man überzeuge sich von der Richtigkeit der Gleichungen; 
53 = 5 . lU +3; 
432 = 4- 10^ + 3- 10 +2; 
5693 = 5 ■ 109 + 6 ■ 103 + 9 ■ 10 _^ g. 
10406 = 1 ■ 10* + ■ 108 + 4 ■ 103 + ■ 10 + 6. 
Man überzeugt sich durch Bildung anderer Beispiele von der 
Wahrheit, dafs jede ganze Zahl dargestellt werden kann durch 
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ÄdditioD von Summaiideii, deren jeder ein Produkt aus einer Po- 
tenz von 10 und einer der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ist. 
Katürlieh braucht man diejenigen Summanden, welche mit einem 
Faktor behaftet sind, nicht aufeusehreiben ; denn: 

Ist ein Faktor eines Produktes null, so ist auch 
das Produkt null, und ist ein Produkt null, so ist 
mindestens ein Faktor null. (Viertes Multiplikationsgesetz,) 

Daher hätte man auch schreiben dürfen: 

10406 = 1 ■ 10* + 4 ■ 102 _|_ 6_ 

Auch kann man immer 1 als Faktor weglassen, und so hätten 
wir mit gleichem Rechte schreiben dürfen : 

10 406^ 10* + 4- 103 + ^, 

Dennoch gewährt die obige ausführliche Schreibweise einen 
gewissen Vorteil. Denn wir sind durch dieselbe in den Stand 
gesetzt, eine beliebige fünfstellige Zahl durch die allgemeine 
Form wiederzugeben: 

a + 6 ■ 10 + c ■ 103 + rf • 108 + e ■ iq*. 

In unserem Beispiele war 

a = 6, b = 0, c = i, d = 0, e ^ l. 

Für die Zahl 53 362 würde sein : 

ü, = 2, ö = 6, c = 3, rf ^ 3, (■ = 5. 

Ja selbst die Änfangsbeispiele fügen sich dieser Form. 
So ist für 53 a = B, b = b, c = d=e=0 
und für 432 a = 2, b = S, c = i, d = e ^ 0. 

Es ist nun leicht, die allgemeine Form einer siebenstelligen, 
achtstelligen u. s. w. Zahl anzugeben. Man merke; 
103 = tausend, 10« = Million, lO^a = Billton, lO^^ = Trillion, 
102* = QuadriUion, lO^» = Quintillion u. s. w. 

Für 10^ = tausend Millionen wird auch wohl der Ausdruck 
Milliarde gebraucht. In der Arithmetik wird dieses Wort nicht 
angewendet, denn es ist überflüssig und erschwert das Lesen 
grofser Zahlen. 

Eine ganz andere Art der Darstellung von Zahlen gewinnen 
wir durch die Betrachtung ihrer Primfaktoren, Es ist 12 = 2^ ■ 3 
und 45 ^ 3^ - 5. Man kann daher sagen, die allgemeine Form 
der Zahlen 12 und 45 sei a^b, wo a und b irgend welche Prim- 
zahlen bedeuten. Im ersten Hundert tritt diese Form auf bei 12, 
18, 20, 28, 44, 45, 50, 52, 63, 68, 75, 76, 92, 98, 99. So ist 
für a^b ^ 75 a = 5, & =^ 3, Andere Formen sind a% «*, «*i, 
a^b^c u. s. w. Es läfst sich zeigen, dafs jede Zahl in die Form 
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a''b?cl . . . treten kann, wo a, b, c . . . Primzahlen (ausgeschlos- 
sen 1) a, i^, T . . . beliebige Zahlen bedeuten. Der Lernende stelle 
die verschiedenen Formen auf, welche die Zahlen des ersten Hun- 
dert darbieten und bestimme, wie oft jede dieser Tonnen auf- 
tritt. — Zahlen von der Form a sind die Primzahlen selbst. Die 
Form a^b^ tritt nur einmal auf bei der Zahl 72. Die nächst 
gröfsere Zahl dieser Form würde 108 sein für a = 3, 6 ^= 2; 
die darauf folgende 200 für « = 2, 6 = 5. 

Atifgaben ergeben sich hieraus in reicher Menge. Man achreibe 
auf alle Zahlen des ersten Tausend von der Form a^, a*, a* u. s. w. ; 
a^b^, a^b^, a^b^ u. s. w.; a^bc, a^bc u. s, w,; abcd; «'. 

Anmerkung. Der Anfänger hat bei diesen Übungen ISnger zu ver- 
weilen. Er gewinnt durch dieselben den Begriff der allgemeinen Grüfse. 

Bei der Wiederholung kann auch die Darstellung : 
if^no + o.a + i! «' + «.«'+-. - 
der Zahl tf betrachtet werden, a ist dabei irgend eine Zahl und dg. «,, Oi . . . 
sind Zahlen kleiner als a. 

§ 3. Bnchstabenrechnniig. Einleitnng. 

Wir betrachten die Gleichung 

{2x + 3) (5a: + 4) = lOx^ + 23x + 12. 
Dieselbe heifst in Worten: „Man denke sich eine beliebige Zahl. 
Diese gedachte Zahl multipliziere man mit 2 und addiere zum 
Produkte 3. Dann hat man den ersten Faktor des linker Hand 
stehenden Produktes. Nun multiplizieren wir die gedachte Zahl mit 
5 und addieren zum Produkte i hinzu. So erhalten wir den zweiten 
Faktor desselben Produktes. Dieses Produkt ist nun gleich dem 
Werte, den die lOfache zweite Potenz der gedachten Zahl, das 
23feche der gedachten Zahl und 12 zusammengezählt ergeben.' 
Denken wir uns z. B. 5 als x. Dann ist der erste Faktor 
des Produktes 2 a; + 3 = 13, der andere 5 a; + 4 ^ 29. Das Pro- 
dukt ist also 377. Das iOfache des Quadrates von 5 ist 250, 
das 23fache von 5 ist 115, dazu 12 addiert giebt: 
13 ■ 29 = 250 + 115 + 12. 
Weitere Proben sind; 

= 10- Oä 4-23-0+ 12; 

= 10 -L- 23 +12= 45; 

x-=2; 7-14= 40 +46 +12= 98; 

9 ■ 19= 90 +69 + 12 = 171; 

11 • 24 = 160 +92 + 12 = 264. 
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Selbst wenn wir x gleich einem Bruche setzen, bleibt die 
Gleichung richtig. So wird für x ^ f 

13 22 _ 40 . 4fi , , .^ _ 286 

Nach diesen Proben zweifeln wir nicht mehr daran , dals 
unsere Gleichung richtig ist. Aber von einem Beweise derselben 
sind wir noch weit entfernt. Es ist ja denkbar, dafs dieselbe 
hundert Proben bestände, aber bei der folgenden sich als un- 
richtig erwiese. Wir wollen uns daher klar zu machen suchen, 
wie man obige Gleichung erhalten hat, um so vielleicht zur Ein- 
sicht in ihre allgemeine Richtigkeit zu gelangen. Zu diesem Zwecke 
betrachten wir nachstehende Rechnung; 
2x + 3 
bx + i 
lUxä -(- l5ai " 

_ _8^.+ i^ 

10x2 _^ 2Sx~"+ 12 
Wir gewahren dabei grofse Übereinstimmung mit der gewöhn- 
lichen Zahlenmultiplikation. Femer sehen wir, dafa jedes Glied 
des einen Faktors mit jedem Gliede des andern multipliziert ist. 
Dann ist 2x ■ 5x unter Anwendung des dritten Multiplikations- 
gesetzes gebildet worden ; die Faktoren 2 und 5 sind zu dem Unter- 
produkte 10, die Faktoren x ■ x zu dem Unterprodukte x^ ver- 
einigt worden. Endlich haben wir unter Beachtung des zweiten 
Multiplikationsgesetzes 23* = (15 + 8) x ^ 15x + 8x gesetzt. 
Wir erkennen hieraus mit hinreichender Klarheit, dafs wir 
die MultipHkationsgesetze zu betrachten haben, um Einsicht in die 
Richtigkeit der obigen Gleichung zu gewinnen. Ehe wir dazu 
übergehen, wollen wir noch einige Beispiele nach den aufgestellten 
Regeln berechnen und Zahlenproben anstellen: 

(x + i)(x+l) = x^ + bx + 4; 

ix + 2) (3a: + 1) = 3x2 _j_ 7a- -j- 2; 

(5x + 3)(5a!+ 7) = 25a:2+ 50x + 21; 

12x(3x + 1) = 36x8+ 12x; 
(7x + 4)(3x + 0) = 21x2+ 12x; 
{8a: + 9) (9x + 8) = 72x2 _^ 1453, _|_ 72. 
Endlich entwickeln wir das Produkt: 

(2x + 3)(3a.+ l)(5x+2). 
Nach dem dritten Multiplikationsgesetze mufs dasselbe heraus- 
kommen, wenn man bei der Ausführung irgend zwei Faktoren zu 
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einem Unterprodukt« vereinigt und das Ergebnis mit dem dritten 
Faktor multipliziert. Die Ausführung zeigt nachstehende Darstellung ; 

2x + -d ' 3a; + 1 

5 a: + 2_ 2a:_+_3_ 

10a;2+15a;" ' Gx^ + 2x 



"10«2+19j; + 6 6x^+Ux -\- 3 

Sx + l 5« + 2 



- 57x2 + 18a: mx^+ bbx^+ Ibx 

10x2 j^iQx-\-Q \2x^ 4- 82a; + 6 



30xä + 07a;2 -f 37a: + 6 ^x^ + 67 a:^ + 37a: -f t 

Ergebnis : 
(2x + 3) (5x + 2) {3ar + 1) = 30 a:^ + 673:2 + 37a: -|- 6. 

Zahlenprobe : 

7 ■ 12 ■ 7 = 240 + 268 + 74 + Ö = 588. 

Andere Proben bilde der Lernende selbst. Man merke: 



g 4. Beweis der Maltiplikationsgesetze ffir ganze positive Zahlen. 

Erstes Multiplikationsgesetz: ab^ha. 
Beweis. Es sei eine Menge von Punkten in der Weise an- 
geordnet, wie die folgende Darstellung zeigt; 



In der ersten wagerechten Reihe mögen sich a Punkte befinden, 
dann befinden sich in der zweiten ebensoviele, in den beiden ersten 
wagerechten Zeilen sind also zusammen 2«, in den drei ersten 
zusammen 'Sa und in b Zeilen zusammen ha Punkte enthalten. 

Da b Zeilen vorhanden sind, so sind in der ersten senk- 
rechten Zeile b Punkte, in den zwei ersten also 26, in den drei 
ersten 3Ä und in sämtlichen a senkrechten Zeilen ab Punkte 
enthalten. 

Nun ist die Anzahl der gezählten Punkte unab- 
hängig von der Art der Zählung, daher 
ba — ah, was zu beweisen war. 
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Anmerkung. Waren in jeder Reihe n -^ 1 Punkte und ebensoviele 
Reihen vorhanden, so könnt« mtm von entgegengesetzten Ecken aus der an- 
dern Diagonale parallel sbztifalend zu dem Ergebnisse gelangen: 
1 4- 2 + 3 -;_ . . , . + „ _j_ („ ^ 1) 
+ 1 + 2 + 3 _. . . . , _^ „ ^ („ + 1) ,„ _!_ 1). 

Zweites Multiplikationagesetz : n (a -\- b -\- c -\- d) 
^ na -\- nh -{- nc ~ nd. 

Beweig, Um die Multiplikation auszuführen, setzen wir den 
Multiplikftndus a + b -\- c -\- d ao oft als Summanden, als der 
Multiplikator n angiebt. Dann erhalten wir: 
a + b ->rc + d 
a + b-\-c + d 



o + 6 + c + rf. 

Hier haben wir « -j- 6 -^- c + rf nicht dreimal, sondern Jimal 
aufgeschrieben zu denken. Die Zwischenpunkte deuten die fehlen- 
den Reihen an. Da nun die Anzahl der gezählten Dinge 
unabhängig ist von der Art der Zählung, so können wir 
zuerst die Gröfsen a, dann die Gröfsen b u. s. w. zusammenzählen. 
Wir erhalten «mal den Summanden a. also na, ebenso nb u.s. w. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

Der Satz bleibt richtig, wenn statt der gewählten vier Sum- 
manden «, b, c, d beliebig viele vorhanden sind. 

Drittes Multiplikationagesetz. 

Wir beginnen mit dem besondem Falle von drei Faktoren. 
a (bc) =^ b (a c) ^ c (ab) = abc. 
a (bc) heifst: es soll das Produkt 6 c so oft als Summand gesetzt 
werden, als die Zahl a angiebt. Wir führen dies aus und erhalten : 

bc + bc + bc^ + bc. 

DafUr kann man nach dem zweiten Multiplikationsgesetze eintreten 

lassen : 6(c-)-c-i-c + + c) 

oder auch c (b -\- b -\- b -\- -\- b)- 

Im erstem Falle ist der Klammerausdruck ac, im zweiten ab 
und daher die Behauptung bewiesen. 

Ein Produkt aus vier Faktoren ab cd bilden wir nun so, 
dafs wir das aus drei Faktoren bestehende Produkt bcd mit der 
Zahl « multiplizieren. Wir behaupten nun: 
a(_bcd)^iac)ibd). 
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Beweis. Das Produkt bcd besteht aus drei Taktoreu, kann 
daher so gebildet werden, dafs man die Zahl c mit dem Produkte 
b d multipHziert. Nun haben wir für das Hauptprodukt drei Fak- 
toren, nämlich a, c, bd. Also kann man nach dem bereits Be- 
wiesenen zuerst a mit c multiplizieren und das Ergebnis mit b d. 
Damit ist die Beliauptung bewiesen. 

Wir behaupten ferner: 

aificd) ^ b (acd). 

Beweis. Das Produkt bcd bilden wir in der Form b {de). 
Nun haben wir für das Hauptprodukt drei Faktoren, nämlich a, 
b, de. Folglich können wir den ersten und dritten zum Pro- 
dukte acd vereinigen und das Ergebnis mit b multiplizieren. 
Ebenso zeigt man; 

a{bcd) = c(abd) = d{abc) = {ad)(bc) = (ab) {cd). 

Nunmehr ist das dritte Multiplikationsgesetz für vier Faktoren 
bewiesen. Ebenso zeigt man, dafs es für fünf Faktoren richtig ist. 
Denn dabei treten vier Faktoren auf, welche mit einem fünften 
multipliziert werden sollen. Für vier Faktoren ist aber das Gesetz 
bereits bewiesen. Man kann also einen derselben herausheben, 
wodurch man drei Faktoren erhält, nämlich den fünften, den 
herausgehobenen und das Produkt der drei andern. Für drei Fak- 
toren ist aber das Gesetz bewiesen u. s. w. 

a(bcde) = a- d ■ {bce)= d{a-bce) = (ad)(bce). 
Ebenso gelten obige Schlüsse für sechs, sieben u. s. w. Faktoren. 

Anmerkung 1. Bei der ersten Durchnahme beschränke man sich auf 
den Beweis dieses Gesetzes flir drei Fnktoren. 

Antnerkwng 9. Was heifat 1 ■ a? Wörtlich heift es-, a boU einmal 
als Summand geietzt werden. Darin liegt eine unbedeutende Schwierigkeit, 
weil der Begriff Summand nicht einen einzelnen Summanden zuzulassen scheint. 
Grö&er wird die Schwierigkeit, wenn man ■ n seinem Werte nach aus der 
blofsen Begriffaerklftrung bestimmen will. Fragen wir das erat« Multiplika- 
tionsgesetz, so sagt dasselbe : 

1 . a ^ « - 1 = 1 + 1 + . . . + 1 = a 

Diese Sätze sollen för jeden Wert von a gültig sein. Daher ist anoli 
1-1 — 1, 1'0 = und 0-0 = 0. Hieraus folgt auch die Richtigkeit des 
vierten Hultiplikationsgesetzes fQr ganze positive Zahlen. 

§ 5. Übnngen. 
Wendet man das zweite Multiplikationsgesetz wiederholt an, 

so folgt: 

ia + b)(c^d) = {a-\-b)c+{a~\-b)d= ac ^ bc + ad -\- bd. 
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Daher ergiebt sich der Satz: Eine Summe wird mit einer 
andern multipliziert, indem man jeden Summanden 
der einen mit jedem Summanden der andern multi- 
pliziert und die ao gewonnenen Produkte addiert. 
DurchAnwendung dieses Satzes erhalten wir folgendeGleichung: 
(a^ + Sara + äx+l)(x^ + 2x + l)=^x^ + 5x* + lOxS 

+ 103.2 + 5a: + 1 (1) 

Die Richtigkeit derselben bestätigen wir durch Zahlenproben, 

Zahlenproben sind in der Arithmetik von äuTser- 
ster Wichtigkeit, auch dann, wenn strenge Beweise für die 
Ricbtigkeit der Rechnung vorausgehen. Man betrachte es als 
Grundsatz: Keine Rechnung ohne Probe! 
In dem vorhergehenden Beispiel merken wir: 
x^ ■ x^ =: (x ■ a; ■ x)-(x ■ x) = x^; 
x^-x^=-(x-x)-(x-x) =;r*; 
X ■ X^ = X- {x ■ X • x) = X*. 

Ebenso finden wir: 

(3;7_|_ a^ ^_ a.3 _j_ 3.J (^8 _|_ a;4 _|_ 3,2 ^y i) ^ ^18 _|^ 23;ii + 3a;» 
+ ix"! + Sx^ + 2x^ + X . . . . (2) 
Hier lernen wir u. a. : 
x'' ■ x^ ^^ (x ■ X ■ X ■ X • X ■ X ■ x) ■ {x ■ X ■ X ■ X ■ X • x) = x^^ ; 
x' ■ X* = a;"; x^ ■ x'^ ^ a:"; x^ ■ x^ ^ «' u. S. w. 
Man berechne f a; + 1)'- 

Nach der Erklärung der Potenz hat dieser Ausdruck den 
Sinn, dafs a; + 1 siebenmal als Faktor stehen soll. Also : 
(x + 1)' = (x + l)(x+ 1) (x + 1) (x + 1) (a; + 1) 

ix + 1) (^ + 1). 
Fassen wir die drei ersten und dann die vier letzten Fak- 
toren zu Unterprodukten zusammen, so wird 

(i +!)•(« +1)' = (»+!)'• 
Für die Untei-produkte hat man die Werte: 
(x + 1)' = x" + 3x' + 3x + 1, 
Ix + l)' = x> + ix> + ex' + 4x + 1, 
und lur das Hauptptx>dukt : 

(x + 1)' = x^ +7x> + 2lx' + 3!,x' + 35«» + 21»" 

+ 7» + 1 (3) 

Man findet durcli Anwendung der Multiplikationsgeaetze: 
(5o + 36 + 2)(6o + h+ 3) = 30»« + 23o6 + 36" + 27« 
+ 116+6 (4) 
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Kese Gleichung ist richtig für jeden beliebigen Wert, welchen 
a und b annehmen können. Nehmen wir a = 1, i ^^ 2, so wird 

13 ■ 11 = 30 + 46 + 12 + 27 + 22 + ö = 143. 
Nehmen wir a ^^ 0, so wird 

(3i + 2) (6 + 3) = 3*3 -I- 115-1- 6. 
Nehmen wir h = a, so wird 

(8a + 2)(7o + 3) = 56a2+ 38o + 6. 
Gleichung (3) ist nach fallenden Potenzen von x ge- 
ordnet; die Zahlfaktoren 7, 21, 35 sowie in (4) die Zahlen 30, 
23, 3, 27, 11, nennt man Koefficienten; 6 als mit keiner all- 
gemeinen Gröüse multipliziert nennt man zuweilen das Absolutglied. 
Es ist {a + by = (a -\- b) (a -\- b) = a^ + 2ab + b^ . (5) 
Nach dieser Formel (so wird eine allgemeingültige Glei- 
chung von besonderer Wichtigkeit genannt) berechne man zahl- 
reiche Beispiele wie folgende: 

« ^ 40, 6 = 1 ; 413 =- 1600 + 80 + 1 = 1681. 

a = 30, 6 = 2; 322 = 900 + 120 + 4 = 1024. 

In Gleichung (4), welche man nicht Formel nennen wOrde, 

sind die Glieder 30«^, 23ab, 36^ zweiter Dimension, 27a, 

11& erster Dimension. Gleichung (5) enthält nur Glieder 

zweiter Dimension, sie ist homogen. 

(a + 6 + c)2 ^ aä + 62 _j_ cS -I- 2ab + 26c + 2ca (6) 
Auch diese Gleichung (Formel) ist homogen. Ebenso ist 
{a + 6 + c)3 = «3 -I- J8 -]- c3 -^ Sa^b + Sb^c + Sc^a 
-\-da^c + Sb^a-\-Sc^b-^6abc ... (7) 
eine homogene Gleichung. Sie enthält nur Glieder dritter Di- 
mension. 

§ 6. Gleichungen. Andere Rechnangsarten. 
Bisher haben wir uns hauptsächlich mit solchen Gleichungen 
beschäftigt , welche für jeden Wert der allgemeinen Gröfsen 
richtig waren. Solche Gleichungen nennt man identische Glei- 
chungen, oft auch Formeln. 

Andere Gleichungen sind etwa die folgenden: 

5ar + 3 = 13; 

3t3 — 7a; + 10 = 0. 

Die erste Gleichung ist nur richtig für x ^ 2, die zweite 

für X ^ 2 und auch für a: ^ 5. Spricht man in der Arithmetik 

und Algebra von „Gleichungen", so ist immer diese besondere 

Art, essindBestimmungsgleichungen gemeint. DieGröfsej; 
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verdient hier nicht den Namen „allgemeine Gröfse" ; man mufs 
dieselbe vielmehr , unbekannte' Gröfse nennen. 

Eine Gleichung auflösen heifst so viel als den oder die Werte 
der «unbekannten" Gröfse angeben, welche in die Gleichung ein- 
gesetzt dieselbe richtig machen. 

Kommen allgemeine Gröfaen in den Gleichungen vor, welche 
als bekannt, als gegeben angesehen werden sollen, so bezeichnet 
man dieselben durch die Buchstaben a, b, c, d u. s. w.; auch 
durch «0, »1, «3 oder durch a', «", a'" u. s. w. Sind mehrere 
Unbekannte vorhanden, so bezeichnet man sie durch x, y, z u. s. w. ; 
Xo, x-i, X2\ x', x", af" u, s. w,' 

Betrachten wir nun die Gleichungen; 

X -\- a ^= h\ ex ^ d\ X'" ^= n . . . . (8) 

Die erste verlangt Bestimmung einer Zahl (Differenz oder 
Rest), welche zu einer gegebenen Zahl (Subtrahendus) addiert eine 
zweite gegebene Zahl (Minuendua) hervorbringt. Dies ist die Auf- 
gabe der Subtraktion. Man löst dieselbe dadurch, dafs man 
vom Subtrahendus ausgehend so lange weiterzählt, bis man auf 
den Minuendus trifft. Hieraus folgt, dafs die Aufgabe der Sub- 
traktion auf dem bisherigen Zahlengebiete nur dann gelöst werden 
kann, wenn der Minuendus gröfser ist als der Subtrahendus. 

Die zweite Gleichung verlangt Bestimmung einer Zahl (Quo- 
tient), welche mit einer gegebenen Zahl (Divisor) multipliziert eine 
zweite gegebene Zahl (Dividendus) hervorbringt. Dies ist die Auf- 
gabe der Division. Man löst dieselbe dadurch, dals man die ver- 
schiedenen Vielfachen des Divisors der Reihe nach bildet, bis man 
auf den Dividendus trifft. Hieraus folgt, dafs die Aufgabe der Di- 
vision auf dem bisherigen Zahlengebiete nur dann gelöst werden 
kann, wenn der Dividendus ein genaues Vielfaches des Divisors ist. 
Die Gleichung 23; = 7 

ist unlösbar, wenn man keine andern Zahlen kennt als ganze 
Zahlen. 

Die dritte Gleichung verlangt Bestimmung einer Zahl (Wurzel), 
welche in eine durch eine gegebene Zahl (Wurzelexponent) be- 
stimmte Potenz erhoben eine zweite gegebene Zahl (Radikandus) 
hervorbringt. Dies ist die Aufgabe der Radikation. Man löst 
dieselbe dadurch, dafs man die Zahlen 1'", 2'", 3'" u, s. w. be- 



' Man spricht a, ans .a-ems", dagegen a' ja-Stnth' ; a^ spricht mau 
ei", a" dagegen ,a-zwei Strich' n. s. w. 



rechnet, bis man auf den ßadikandus n trifft. Die Aufgabe der 
ßadikation kann auf dem bisherigen Zahlengebiete nur dann 
gelöst werden, wenn der Kadikandus n genau eine m"* Potenz 
ist. So bietet die Gleichung 

x^ = 729 
die Lösung x = 9, Dagegen ist die Gleichung 

unlösbar, wenn man keine andern Zahlen kennt als ganze Zahlen. 
Betrachten wir die drei Gleichungen: 

3;-}-9 = 5; 7x = 54; a:» = 40, 

80 werden wir sagen, die Lösung der zweiten müsse zwischen 

X = 7 und X = S, die der dritten zwischen x =^ 2 und x ^ S 

liegen, während die der ersten ganz unmöglich zu sein scheint. 

Wir wollen die Gleichungen (8) in anderer Form wiederholen : 

X -\- a = b ; ax = b; x" = b . . . . (9) 
Um die Zahl x als ßechnungsergebnis aus den „bekannten' 
Zahlen a und b darzustellen, bedient man sich der Schreibart: 
1) X -\- a =' b, 2) ax = b, 

X = b — u; X =-; 

•A) x^ = b, 

X ^=\/ h. 
Die Gleichungen 

X = b — a; X = ^; X = {/ b . . . (10) 
sagen also sachlich genau dasselbe aus wie die entsprechen- 
den Gleichungen (9), Der Unterschied liegt nur in der Schreib- 
art, nicht in der Bedeutung. 

Anmerlcung. Die genannten sechs Rechnungsarten erecbttpfen das 
ganze Gebiet der Algebra. Die naheliegende Gleichung a-' ^= 6 ist nicht mehr 
algebraisch, sondern transcendent. 

§ 7. Die Sabtraktion. 

Wir betrachten die beiden Gleichungen 
a: + ö = Ä; x = b — a, 
welche sachlich nicht verschieden sind. Setzen wir för x den 
andern Ausdruck in die erste ein, so wird 

b-a^a = b (U) 

Statt X -\- a = b kann auch geschrieben werden « + x = 6. 
Daher ist a + b — a = b (Ha) 
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Ist statt der Gröfae a eine Summe vorhanden, so sagen die 
beiden Gleichungen 

j: + a + c^ö; j- = 6 — (a -\- c) 
dasselbe aus; folglich ist 

& — (a + c) + + f -= 6. 
Aber hier kann man auch anders verfahren. Pafet man x -\- a 
als den einen, c als den andern Summanden auf, so folgt: 

folglich auch x = {b — c) — ö. 

Hätte man ;c -|- c als den einen , a als den andern Summanden 
aufgefafst, so würde sich ergeben haben: 
X ~\- c = b — a, 
X =^ {b — a) — c. 
Kun haben wir für x drei nur der Schreibart nach verschie- 
dene Werte: 

b ~{a + c) ^ (b - c) ~ a = ib - a) - c. 
Daher sind die Klammem zum Teil überflüssig, und wir finden : 

b — (a -\- c) = b — c — a = b — « — c, 
ähnlich wie beim dritten Multiplikationsgesetz abc für a (bc), 
b (ac) und c (ab) geschrieben wurde. Ebenso beweist man: 
b -{- c — (a-\-d + e) = b + c — a — ■ d — eu. s. w. 
Nunmehr betrachten wir die Gleichungen : 

X -{- a = b\ t/ -\- c "= d; z -\- e ^ f. 
Dann ist x =^ b — a; y^^ d — c; z = f — e. 

Addieren wir obige Gleichungen, so ist: 

x^y^z + a + c+e = b + d + f. 
Hier haben wir aufser dem Grundsatze der Addition: Die 
Anzahl der gezählten Dinge ist unabhängig von 
der Art der Zählung (§ 4), auch noch den weitem an- 
gewendet : 

Gleiches zu Gleichem addiert giebt Gleiches. 
Mithin ist x-\-y-\-z=b-\-d-\-f — a — c — e, 
also {b~a) + {d — c)-\-{f—e) = b + d^f—a~c-~e. 
Betrachten wir nun die Gleichung 

so ergiebt sich zunächst: 

a, = e - (J - „). 
Addieren wir aber zu ersterer auf beiden Seiten o, so folgt: 

x + h — a^a = a + c, 
also nach (11) x -^ b = a -\- c 
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oder X ^ a -{- e — b. 

Daher ist c — (6 — a)=^a-\-c — h = c — b -\- a . . (12) 
Wenn wir nun die Gleichung 

x-\-a = h 
beiderseits mit c multiplizieren , so folgt nach dem Grundsätze : 

Gleiches gleich behandelt giebt Gleiches, 
und nach dem zweiten Multiplikationsgesetze : 

ex -\- ac ^ bc, 
mithin nach unserer angenommenen Schreibart (10) 

ca; ^= i c — ac, 
oder indem wir fUr x auch die andere Schreibart wählen: 

c{b — a) = bc — ac (13) 

Wenn wir die beiden Gleichungen 
x-\-a = b, 
y -^ c = d 
miteinander multiplizieren, so folgt (§ 5) : 

xy -\- ay ^ ex -\- ac = bd, 
also nach (13), da a; = J — a, y = ti — c ist, 

^y + « («^ — (t) 4" e (ö — a) -\- ac ^bd 
oder xy -\- ad — ac -\- bc — ac -\- ac = bd, 

folglich xy =^bd — ad — bc ^ ac, 

{b — a) {d — c) = bd — ad ~ bc + ac . (14) 
Ebenso ergiebt sich nach dem zweiten Multiplikationsgesetze und 
nach (13): 

(a + ■*) (c — rf) = o (c — rf) + 6 (c — d) 

= ac —ad-^bc —bd . (15) 
Nunmehr können wir das Zeichengesetz als Ergebnis 
unserer Untersuchungen aussprechen; 

Beim Klammerauflösen und Multiplizieren giebt 
das Zusammentreffen gleicher Vorzeichen p/us, un- 
gleicher minus. 

Die zuerst stehende mit keinem Vorzeichen ver- 
sehene Gröfse gilt als mit plus bezeichnet. 

§ 8. thnngen. 

(x — 2) (x -!- 3) = x3 + X — 6; 

{x~S){x — i)^xi~-7x +12; 
{x — 1) (x — 2) (:e - 3) = 3:8 — 6x2 + Hj; _ 6; 
(x — i)ix — b)ix — 6) = x^ — 15^' + 74a: — 120; 
ix — 1) (ar — 2) ix — 3) ix — 4) (:c — b) (x — 6) = 
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X« — 2l3;ä + n^x* — 7SS,x^ + l6Ux^ — 1764^ + 720; 

(x — 1)9 _ 2 (x — 2)3 + 3 (a: — :i) — 4 = 3:3 — 5 J-a + 14^. _ 22. 

(a+b)ia~b) = a^ — b^ (16) 

(a_6)2= (,a_2a&+ 62 (I7) 

(o — 6)8= a3_3a2j _j_3aJ3_5a (18) 

(a-\-h)(a^^ab + b^) = aS + b»; y 

{a — b) (a^ -\- ab + b^) = a^ — b^ f^ ' 

{a + 6)3 = a3 -f Sa^b + 3o&3 _|_ 53 (20) 

(a 4- 6 — c)8 = «a + 62 + c^ + 2a6 — 26c — 2ca. 
(a 4- b)* = a* -{- ia^b + Ga^b^ + iab^ + 6*; . \ 
(a — 6)* = «* ~ 4ff36 + 6(1262 _ 4„68 _^ j* , ^ (^^^ 
{a + 6+f)(-,H-A + c)(« — 6 + c)(« + 6-c) 

= _ «4 „ 6* _ c4 _^ 2aH3 4. 242^2 ^ 20^02 (22) 
Die Gleichungen dieses Paragraphen siDd nicht blofs sämtlich 

auszurechnen, sondern jede durch möglichst viele Zahlenproben 

als richtig zu bestätigen. Einige derselben, mindestens (16), (17), 

(18), (20) sind auswendig zu lernen. 

§ 9. Division. 

Wir betrachten die beiden Gleichungen 

ax ^= b und x ^ — , . . . (23) 

welche nui" durch die Schreibart verschieden sind, in der Sache 
aber dasselbe auesagen. Wenn 6 nicht ein genaues Vielfaches 
von a ist, so ist die Aufgabe der Division durch ein ganzzah- 
liges X nicht lösbar. So verlangt die Gleichung 2 a: ^= 7 Angabe 
einer Zahl, welche mit 2 multipliziert gleich 7 wird. Eine solche 
Zahl, wenn Zahl im Sinne von „ganze Zahl" genommen wird, 
giebt es nicht; denn die Probe zeigt, dafs x ^ 3 zu klein und 
a: ^^ 4 zu grofs ist. Um nun nicht genötigt zu sein, die Aufgabe 
als , unlösbar" zu bezeichnen, sagen wir: i ist auch eine wahre 
Zahl, und zwar diejenige, welche mit 2 multipliziert 7 giebt. 

Die Zahl - wird eine gebrochene, ein Bruch genannt; 
b ist der Zähler, a der Nenner. 

Multiplizieren wir die erste der Gleichungen (23) mit der 
Zahl m, so folgt max = mb. 

Demzufolge ist also x diejenige Zahl, welche mit ma multipliziert 
mb ergiebt. Hierfür haben wir in anderer Schreibart 
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Mithin ist ^ = ^' f^*) 

oder in Worten ausgedrückt: Der Wert eines Bruches 

bleibt unverändert, wenn man Zähler und Nenner 

mit derselben Zahl multipliziert oder durch dieselbe 

Zahl dividiert. 

Es sei ax = b; ay ^ c; az = d. 

Addiert man die rechten und linken Seiten dieser Gleichungen, 

so ist nach dem zweiten Multiplikationsgesetze 

a{x-\-y-\~z)-^h-\-c-\-d, 

folglich nach unserer andern Schreibart 

, , b-{-c + d 

x-\-_y + z= ^ ^^ , 

mithin, wenn wir auch links die andere Schreibart anwenden: 

l + ^ + i^ '' + ' + <' .... (25) 

Brüche mit gleichem Nenner werden addiert, indem man die 
Zähler addiert und den Nenner unverändert läfst. 
Ebenso beweist man 



(26) 



Brüche mit gleichem Nenner werden voneinander subtrahiert, in- 
dem man die Zähler in gleicher Reihenfolge subtrahiert und den 
Nenner unverändert läfst. 
Hieraus folgt: 

Brüche werden addiert, indem man sie zuerst 
gleichnamig macht, dann die Zähler addiert und den 
gemeinsamen Nenner erteilt. 

Ebenso findet man 

a d~ ad ad— ad ' ' ^'^*'> 

Brüche werden voneinander subtrahiert, indem 
man sie zuerst gleichnamig macht, dann die Zähler 
in entsprechender Reihenfolge voneinander subtra- 
hiert und den gemeinsamen Nenner erteilt. 

Sei ax ^ b, y = c; dann ist ay ^= ac, folglich durch Ad- 
dition nach dem zweiten Multiplikationsgesetze 
a{x + s) = ae + b; 

Bohweiing, ArltJimeilk nnd Algebra. 2-, , 



in anderer Schreibart : a; + y ^ "" 

oder i+c = ^^* (29) 

Gleichung (29) enthält das Verfahren, eine ganze Zahl und 
einen Bruch zu addieren. 

Anmerkung. Jede ganze Zahl kann als Bruch geschrieben werden. 
Denn aus der Gleichung x ^: a folgt : 

Daher ist nach der Schreibart in Bruchform: 
oder „ — ^ = -^=,.. = ^^ (30) 



Multiplizieren wir die Gleichung ax ^ h beiderseits mit m, 
90 folgt; max = mb. 

Nach dem dritten Multiplikationsgesetze können wir uns die 
Multiplikation links so ausgeführt denken, daTs das Produkt mx 
mit der Zahl a vervielfacht ist. Dann erhalten wir nach der 
Schreibart in Bruchform mx ^ — , 
also, wenn fUr x sein Wert gesetzt wird, 

m--'- = '^' (31) 

Ein Bruch wird mit einer Zahl multipliziert, in- 
dem man den Zähler mit der Zahl multipliziert und 
den Nenner unverändert läfat. 

Lehrsatz. Ein Bruch wird durch eine Zahl divi- 
diert, indem man den Zähler unverändert läfst und 
den Nenner mit der Zahl multipliziert. 

Beweis. Nach der Erklärung von Division (§ 6) ist zu zeigen, 
dafs der Quotient — mit dem Divisor m multipliziert den Divi- 
dendus - giebt. Dies ist in der That der Fall; denn es ist 
m . J- = ^ = i nach Gl. (31) und (24). 

Lehrscitz. Zwei Brüche werden miteinander multi- 
pliziert, indem man Zähler mit Zähler und Nenner 
mit Nenner multipliziert. 

Beweis. Wir haben die Gleichungen: 

ax ^ b gleichbedeutend mit s; =^ - , 
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Die Multiplikation der erstem Form ergiebt: 

ac xtf ^ bd. 
Fassen wir ac als den einen, xy ais den andern Paktor des 
links stehenden Produktes auf, so wird nach der zweiten Schreibart 
hd 

^y = — . 

oder wenn wir für x und y ihre Werte setzen: 

^^ = ^^ (32) 

Jjehrsatz. Ein Bruch wird durch einen zweiten di- 
vidiert, indem man den Dividendns mit dem umge- 
kehrten Divisor multipliziert. 

Beweis, j sei der Dividendus, j der Divisor. Dann wird 

der Quotient -, — Dies ist die Behauptung. Um ihre Richtigkeit 
darzuthun, mfissen wir zeigen, dafs der Quotient mit dem Divisor 
multipliziert den Dividendus giebt. Dies ist der Fall ; denn es ist 

ad c _adc _ a 
bc ' d~ bcd~ T 

Das Zeichen der Division ist auch ein Doppel- 
punkt. Die letzte Gleichung hätten wir auch schreiben können: 

M = l^ 0>ä) 

Doppelbrüche sind zu vermeiden. Jeder Doppel- 
bruch kann entfernt werden durch Erweiterung des 
Hauptbruches; z. B.: 

2- + A 

8 1^~ 13— 3 ~ 15 ~ 5' 

T 8 
Einen Bruch erweitert man, indem man Zahler und Nenner 
mit derselben Zahl multipliziert; man kürzt einen Bruch, wenn 
man Zähler und Nenner von einem gleichen Faktor befreit. 

Wenn ein Bruch ao beschaffen ist, dafs Zähler und Nenner 
keinen gemeinsamen Faktor enthalten, so ist er auf seinen ein- 
fachsten Ausdruck gebracht. Zähler und Nenner sind 
alsdann relative Primzahlen. 

Bisher haben wir die Brüche nur als Zahlen kennen gelernt, welche in den 
RechnungBgBBetzen mit den ganzen Zahlen übereinstimnien. GrOTaen- 
vergleiohnngen haben wir bisher bezüglich derselben nicht angestellt. 
Dies soll jetzt geechehen. 

o ■ {■ ist nach dem Bwhnungagesetze in Gl. (31) gleich |- 
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Alldererseite iat a ■ ~ nach der Erklärung von Multiplikation rait der ganzen 
Zahl a gleich der Summe 

i + i + i + ---- + i. 

wo der Summand -r- genau anal gesetzt wird. Folglich ist ein Bruch um so 
gröfser, je gröfBer eein Zahler ist. Sind zwei Brüche mit gleichem Nenner, 
aber ungleichem Zfthler gegehen, so kann man den Bmch mit grSlaerem Zähler 
in zwei Teile zerlegen, von denen der eine genan dem sjidern Bruche gleich ist. 

Soll ein Bruch mit einer ganzen Zahl der GrOlse nach verglichen werden, 
etwa -^ mit c, so geben wir der Zahl c die Form -^, und es bleibt 
scheiden, welche von den ganzen Zahlen a nnd be äie gröbere ist. Ist c = 1, 
so ergiebt sich hieraus : 

Ist der Zähler kleiner ale der Nenner (echter Bruch), 
BO ist der Wert des Brnches kleiner als eins. 

Ist der Zähler gröfser als der Nenner (unechter Bruch), 
so ist der Wert des Bruches gröfser als eins. 

Ein unechter Bruch kann demnach immer in zwei Teile zerlegt werden, 
von denen der eine eine ganze Zahl, der andere ein echter Brach ist 

Sind zwei BrOcbe miteinander zn vergleichen, z. B. y mit -j , so 
teilt man den gemeinsamen Nenner bd und vergleicht die Zähler; dabei 
giebt eich u. a. ; 

Haben zwei Brüche gleiche Zähler, aber verschiede 
Nenner, so ist der Bruch mit kleinerem Nenner der gröfse 
Das Produkt echter Brüche ist kleiner als jeder der Faktor 

Anmerkung 1, — ist diejenige Zahl, welche mit a multipliziert null 
giebt. Dies leistet 0; daher ist -f — (34) 

Antnerkung 2. Alle in diesem Paragraphen enthaltenen Lehrsätze 
sind streng aus dem Begriffe der Multiplikation (§ 1) abgeleitet, sobald die 
angedeuteten Divisionen aufgehen. Indem wir nun, auch wenn letzteres nicht 
der Fall ist, die Multtplikationsgeaetze als gültig ansahen und die Brüche als 
Zahlen erklärten , für welche die Multiplikationsgesetze gelten , haben wir 
eine Erweiterung des Mnitiplikationsbegriffee vorgenommen. Es mag gentigen, 
hierauf für jetzt nur kurz hinzuweisen. 

An/merkung 3. Man kann y der Torstellung zugänglich machen, in- 
dem man z. B. eine Strecke von a cm in b gleiche Teile teilt. Dieselbe ist 
sehr geeignet, nm die Gröfsenvergleichung der BrQche zu erleichtem und an- 
schaulich zu machen. Für die Ableitung der Gesetze der Zahlenlehre aber ist 
eine solche Veranschaulich ung nicht notwendig 
der Begriff der Stetigkeit in ungehöriger Weisi 

Anmerkung 4. Das vierte Multiplik 
Brüche. Denn zwei von null verschiedene Faktoren geben, anch v 
oder beide Faktoren Brüche sind, ein von null verschiedenes Produkt. Durch 
fortgesetzte Multiplikation mit echten Brüchen kann man das Produkt der 
Null beliebig nähern. 



ig. Vielmehr wird durch dieselbe 

se eingemengt. 

kationsgesetz gilt auch für die 
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§ 10. Decimalbrfiche. 

EinDecimalbruch ist ein Bruch, dessen Nenner 10 
oder eine Potenz von 10 ist. Man schreibt diese Brüche 
folgendemmrsen : 

3,25^3 + ^: + .^ 



10 ~ 100 "^ 100 100' 



0,045 = 



100 ' 1000 1000' 



25,0204 = 25 + A + ^^A_.^_M|0^. 

Man spricht dieselben folgendermarsen : 
3,25 = drei Komma, zwei, fünf; 
0,045 = null Komma, null, vier, fünf; 
25,0204 = fünfundzwanzig Komnm, null, zwei, null, vier. 
Diese Schreib- und Sprechweise ist berechtigt und allein zweck- 
mäTsig, weil sie unzweideutig und kurz ist. 

Man macht Decimalbrüche gleichnamig durch An- 
hängen von Nullen, 

3,25 = 3,2500; 
0,045 = 0,0450; 
25,0204 = 25,0204. 
Hieraus ergeben sich die Regeln für Addition und Sub- 
traktion der Decimalbrüche. 

■El ■ ,. ab ab 

Denn es ist 10"»^ 10 ■ 10 • 10 .... 10 (m Faktoren); 

10" = 10 ■ 10 ■ 10 10 (m Faktoren); 

also 10"* ■ 10" = 10 ■ 10 ■ 10 10 (m + M Faktoren). 

Hieraus folgt : Zwei DecimalbrUche werden fol- 
gendermafsen miteinander multipliziert: 

Man läfst die Kommata weg und multipliziert die so ent- 
stehenden ganzen Zahlen, Im Produkte zählt man von rechts 
nach links so viel Stellen ab, als beide Faktoren zusammen Stellen 
hinter dem Komma besaCaen. So erhält man die Stelle, wo im 
Produkte das Komma zu setzen ist. Fehlende Stellen ersetzt man 
durch dem Produkte voranzustellende Nullen. 

Da T- h ^^ b~ ^^ ~ '^*'' ^'^ dividiert man einen Decimal- 
bruch durch einen andern, indem man beide zunächst gleichnamig 
macht, dann die Kommata weglälst und die entstehenden ganzen 



Zahlen durcheinander dividiert, und zwar in gleicher Zuordnung: 
Dividendus bleibt Dividendus. 

Ein gewöhnlicher Bruch wird in einen Decimalbruch ver- 
wandelt, indem man Zähler und Nenner des gewöhnlichen Bruches 
mit einer hinreichend hohen Potenz von 10 multipliziert und 
dann Zähler und Nenner des neuen Bruches durch den ursprüng- 
lichen Nenner dividiert: 

5 _ 5000 _ 625 _ „ „g. 
8 — 8000 ~ 1000 ~ ^'^'^^■ 

Dieses Verfahren führt nur dann zu einem geschlossenen Aus- 
druck, wenn der Nenner des ursprünglichen Bruches keine an- 
dern Primfaktoren enthält als 2 oder 5. 

Enthält der Nenner andere Primfaktoren, so erhält man einen 
unendlichen, und zwar einen periodischen Decimalbruch. Perio- 
disch heilst er , weil seine Ziffern in einer bestimmten Weise 
wiederkehren. Dies zeigt die Erfahrung, Der Beweis kann erat 
an anderer Stelle geführt werden. 

,,1,1,1 13 

Beispiele. l) 2" + y + 4" = i2' 

y^ 0,50000 I 

.1 = 0,33333 l + 

- = 0,25000 



0,66667 ■ 0,57143 = 0,38095 52381 
^ = 0,38095 238095 . . . 

Hierzu ist zu bemerken: 

Da wir die Entwicklung von | und ^ auf der fünften Deci- 
male abbrachen, so mufsten wir die letzte Stelle erhöhen, um den 
unvermeidlichen Fehler möglichst klein zu machen. Wie die Probe 
zeigt, ist unser Ergebnis etwas zu grofs, aber die fünf ersten Deci- 
malen sind richtig. Demnach war es zwecklos, die weiteren fünf 
zu berechnen. Eine Methode, welche solche überflüssigen Rech- 
nungen von vornherein vermeidet, nennt man abgekürzte Multi- 
plikation. Dieselbe würde sich für unser Beispiel vollziehen wie 
nachstehender Überblick zeigt: 
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0, 66667 

0, 57143 

0,333336 

46667 

667 

266 

20 

0,380955 
Das Decimalkomma wird nicht nach der obigen Regel, son- 
dern nach einer Überschlagsrechnung gesetzt : 0,6 ■ 0,5 = 0,30. 
Die Ziffern des Multiplikators werden der Reihe nach mit dem 
Gravis versehen. Die Multiplikation geht im Multiplikator von 
links nach rechts vor sieh. 

ql i. i — *". 
^^ 6 ■ 8 18' 

0,83333 : 0,375 = |||?? = 2,22222. 

Auch hier hat man eine abgekürzte Methode. Dieselbe be- 
steht darin, dafs man ün Dividendus nicht Nullen anhängt, son- 
dern die Stellen des Divisors der Reihe nach kommatisiert. 

Beltpl^ |?| = 1,4142137; 

/3363y __ nSM 769 _ „ „ .„.„ 

\2m) - TSH» - -i'™""™ • ■ ■ 

20000000 ; 14142137 = 1,4142137. 
14142137 



5857863 

5656855 

201008 

141 421 



Ein Decimalbruch wird mit 10 multipliziert, indem man das 
Komma um eine Stelle von links nach rechts versetzt. Er wird 



durch 10 dividiert, indem man das Eomma um eine Stelle von 
rechts nach links verschiebt. 

Denn durch erstere Verschiebung werden die Ganzen zu Zig, 
die Zig zu Hundertern u. s. w. ; die Zehntel zu Ganzen, die Hun- 
dertstel zu Zehnteln u. s. w. Durch die zweite Kommaverschie- 
bung geschieht die entgegengesetzte Verwandlung. 

Verschiebt man das Komma um zwei Stellen, so hat man 
jenachdem eine Multiplikation mit hundert oder eine Division durch 
hundert bewirkt u. s. w. 

Die RUckverwandlung eines geschlossenen Decimalbruches in 
einen gewöhnlichen Bruch ist selbstverständlich. Aber anch ein 
unendlicher periodischer Decimalbruch kann in einen gewöhnlichen 
Bruch verwandelt werden. Die Theorie dieser Verwandlung ge- 
hört in die Lehre von den geometrischen Reihen. Doch mag schon 
hier ein Beispiel erwähnt werden: 

X = 3,24 24 24 1 

Dann ist iQQa; = 324 ,2 4 24 24 f ~ 

99j= 321, x= 107 :33. 

Anmerkung' Die Gesetze der Gröfaenvergleichimg (8. 19) Bind hier 
lu wiederholen. 

§ II. Gleichungefl mit einer Unbekannten. 

Die Ordnung einer Gleichung verlangt: 

1. Alle Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen, Potenzie- 
rungen, welche die Unbekannte betreffen, müssen ausgeführt sein. 

Also statt hx -\- ix hat man zu setzen ^x, 

, ax-\-'bx „ n , „ (a + 6)aT, 

7a: — X „ „ „ , 63r, 

, 3<2a: + 1) , „ . . Oa: + 3, 

(4x+a)a „ , , „ l%x^^Bax-\-aK 

2. Die Unbekannte darf nicht im Nenner und nicht unter 
einem Wurzelzeichen vorkommen. 

3. Die einzelnen Glieder müssen nach fallenden Potenzen von 
X geordnet sein. 

4. Die höchste Potenz von x mufs den Koefficienten 1 haben. 

5. Die rechte Seite der Gleichung mufa den Wert haben. Dabei er- 
laubt sich die Schulmathematik för die Gleichungen ersten und Bweiten Qrades 
eine Ausnahme zu machen und zu sagen: 

Die Unbekannte darf auf der rechten Seite nicht vorkommen; 
rechte steht allein das Äbsolutglied. 



itv Google 



- 25 — 

Für die Gleichungen «raten Grades bedingt dies die Form: 

x^a (35) ■ 

Ordnung und Lösung sind dasselbe. 

Für die Gleichungen zweiten Grades erhalten wir also die 

Form: x^ -\- px =" q, (36) 

für die Gleichungen dritten Grades die Form: 

xs + ax^ + bx ->r c = ü. 8. w. . . (37) 

1. BMspUL ^-^+i + ^-^±1 = 2 

4 ' 7 

Die Gleichung ist noch nicht geordnet. Wir multiplizieren 
beide Seiten mit 4 und erhalten durch Anwendung bekannter ^ 

q,_l_ 1 I aOa: + 8 „ Q 

6x -\- i -{ j — == ö, 

2\x+ 7 + 20a; + 8 = 56, 
413; + 15 = 56, 
. dann durch Subtraktion der Zahl 15 : 
4137= 41, 
und durch Division mit 41 endlich die Lösung: x ^ 1. 
3+1,5+2 „ 
Probe. -^ + — |- = 2. 

ax + b . a'x4- V 

2. BeUpta. — J— + — ^— = d. 

Durch Anwendung derselben Methoden: Multiplikation mit 
c • c', Anwendung des zweiten Multiplikationsgesetzes, Subtrak- 
tion und Division folgt: 

(ac* + ca') x + bc' -\- cb' = a^ d. 
cc'd — bc' — cb' 
Lösimg. X = ^ef -\re<^ 

Setzen wir o = 3, 6 = 1, c = 4, a' = 5, 6' = 2, c' = 7, 

, o -j 56 — 7 — 8 41 - 

rf = 2, SO wird x = ^j^-25- - 4^ - 1. 

Wir erhalten alao das vorige Beispiel und dessen Lösung. 

3. Beispiel. 2fi|-j + ^^^ = |- 

Wir multiplizieren mit 6 (o + 6), nachdem wir den Nennern 
die Form 2 (a + 6) und 3 (o + i) gegeben haben, und finden: 
3 (a^ + a) + 2 (a; — A) = 8 (a + 6), 
53; = 5a+ 106. 
Ij6mt,ng. x = a -{- 2b. 



' Der Lernende liat dieselben wOrtlich oder in BachistabeD anzugeben ; 
hier also: o ■ — ^ 6; m — ^:: ^^ 
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4. Beispiel. ^^ + ^^^ = ^-^^^jpi^- 

l,6»ung. Wir bemerken, dafs 

j;a + 8x + 15 = (x 4- 3) {x + 5) 
ist, and finden: j; + 5 + 2j; + 6 = 13, 



2 + 9 "^ 2 + 15 "" 4 + 48 + 135 ' 



Anmerkung. Hätten wir obige Bemertung Ober die Zerlegbarkeit dea 

Nenners nicht gemacht, eo würden wir eine Gleichung dritten Gradee erhalten 
haben. Auf diese Dinge kann erst später genauer eingegangen werden. 

S. Beispiel. Eine gewisse Zahl giebt, wenn man sie mit 3 
multipliziert, zum Ergebnisse 1 addiert, die Summe durch 8 divi- 
diert, 2 zum Quotienten, Wie heifst die Zahl ? 

Ij6»ung. Man findet die Gleichung: 

e. Beispiel. Ein Arbeiter würde einen Graben in 4 Tagen 
herstellen. Sein Sohn würde dieselbe Arbeit in 6 Tagen leisten 
können. In wieviel Tagen wird der Graben vollendet, wenn beide 
zugleich daran arbeiten? 

Lögung. Es mögen a cbm Erde zu bewegen sein. Dann 
hebt der Vater an jedem Tage -j , der Sohn -^ cbm Erde aus. 
Dauert die gemeinsame Arbeit x Tage, so entsteht dementspre- 
chend die Gleichung: 1" "I" "«" ^^ *' 
mit der Lösung: x = 2,4. 

Die Gröfse a bleibt unbestimmt. 

7. Beispiel. Die Zeiger der Uhr stehen um 12 Uhr Über- 
einander; wann wieder? 

Lösung. In jeder Zeitminute überstreicht der gröEsere Zeiger 
den Raum zwischen zwei aufeinanderfolgenden Minutenstrichen; 
der Stundenzeiger nur den zwölften Teil, In x Zeitminuten, 
welche nach 1 Uhr verfiietsen mögen, bis zum Zusammentreffen 



— 27 — 
der Zeiger, Oberstreicht daher der Minutenzeiger x, der Stunden- 
zeiger j2 Minutenstriche. Daher die Gleichung : 

X = jj Minuten = 5 Minuten 27^^- Sekunden. 

2. Löaung (ohne Qleichung). Innerhalb 12 Stunden stehen 
die Zeiger genau llmal übereinander, und zwischen jedem Zn- 
sammentreffen liegt die gleiche Zeitgröfse. 

8. Beispiel. Ein Kapital iat mit seinen Sprozentigen Zinsen 
in 4 Jahren zu 224 Ji angewachsen. Wie hoch beläuft sich das 
Kapital ? 

Lösung. 100 Ji bringen jährlich 3 eS. Zinsen; 
1 - . .-?-„, 



ro = 224, 
= 200. 



Zweiter Lehrgang. 

§ 12. Die negativen Zahlen. 
Betrachten wir die Gleichung: 

(x— 5)(x— 7) = 3;a— 12j^+ 35, . . (38) 
so zeigt sich, dals dieselbe für alle Werte bewiesen iat, in denen 
a: >• 7 [Gl. (14)]. Nehmen wir a: ^ 7, so entsteht rechts und links 
der Wert 0. Für x = 6 wird : 

1 . (6 — 7) = 71 — 72. 
Dies ist nach unsem bisherigen Festsetzungen inhaltlos. Denn 
Ausdrücke wie 6 — 7 und 71 — ^ 72 verlangen: ersterer Angabe 
einer Zahl, welche zu 7 hinzugefugt 6 ergiebt, letzterer Angabe 
einer Zahl, welche zu 72 hinzugefügt 71 ergiebt. Solche Zahlen 
sind aber auf dem bisher von uns durchforschten Zahlengebiete 
nicht vorhanden. Wir können nun ein zweifaches Verfahren ein- 
schlagen. Entweder verwerfen wir solche Gleichungen als sinn- 
los und sagen , z. B. Gl. (38) habe nur Gültigkeit für Werte 



von I >' 7 ; oder wir aagen, Gl. (38) soll aucb für j: < 7 gelten, 
und Ausdrücke wie 6 — 7, 71 — 72 sollen denselben allgemeinen 
B«clinungsgesetzeii unterworfen sein, welche für die Zahlengröfsen 
der bisherigen Art Geltung hatten. Entscheiden wir uns iur die 
Verwerfung solcher Gleichungen, so kommen wir in viele Unbe- 
quemlichkeiten und Schwierigkeiten. Jeder Rechnung, die von 
uns ausgeführt wäre, würde eine Untersuchung folgen müssen, 
ob unter den im Laufe der Arbeit zur Ausführung gelangten 
Multiplikation sich eine ^sinnlose" befindet. Würde eine solche 
angetroffen, so hätte die Rechnung von neuem zu beginnen, und 
zwar nach einer Methode, welche der »Sinnlosigkeit' aus dem 
Wege geht. Dies ist, wenn auch unter Weitläufigkeiten, jedes- 
mal wirklich ausfOhrbar, wenn das Endergebnis einer Gleichimgs- 
l9sung eine ganze Zahl oder ein Bruch ist. — Diese Schwierig- 
keiten vermeiden wir durch die Zulassung der neuen Zahlen- 
gröfsen und haben überdies den Vorteil, dafa wir denselben Ge- 
danken schon § 9 aussprechen und verwenden konnten. 

Betrachten wir die Gleichung: 

e + 1 = (39) 

80 ist e auf dem Gebiete der bisher betrachteten Zahlengröfsen 
nicht vorhanden. Wir nehmen aber an, dafe £ eine wahre Zahl 
ist und den bisherigen Eechnungsgesetzen folgt. Zu der letztem 
Annahme sind wir gezwungen. Denn ohne dieselbe wäre die 
Einführung der neuen Zahlengröfsen zwecklos. Insbesondere gelten 
die Multiplikationsgesetze, und es ist 1 ■ s = s; s ■ ^= 0. 

Nach früherer Festsetzung [Gl. (10)] können wir (39) auch in 
anderer Schreibart darstellen als 

E = 0— 1. 

oder da als , Summand" ohne Bedeutung ist, auch schreiben: 

^ = -1 (40) 

Multiplizieren wir (39) beiderseits mit m, so folgt: 

WtE+ «i = 
oder ms.=: — m; 

also nach (40): n» (— 1) = — m (41) 

Aus (39) folgt auch: 1 = — e, 

also nach (40): 1 = — (— 1) (42) 

Multiplizieren wir (39) beiderseits mit e, so folgt: 

aS _|_ e = 0. 
Nach (39) ist s + 1 = 0, 

daher a^ + e = s + 1. 
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Hieraus folgt: t^ ^ 1 

oder (—1)3= 1 (43) 

Jetzt können wir auch die höheren Potenzen von a bestimmen. 
Es ist 1 =e2 = e*= sB^ /__._! = s = e8^£B = _,_ 
Jetzt ist auch die Gleichung x -{- a ^ lösbar. Denn es ist: 

ßs + a = 0, also X -^ a ^^ a^ -\- a, x ^ a&. 
Die Lösung von x -{- a ^ lautet also : 

i =«. = «(- 1) = - « [81. (41)]. 
Multiplizieren wir die Gleichung x -)- a ^ mit h, so folgt : 

xb + ab = 0, 
in anderer Schreibart: xb = — ab, 
und nach Einsetzung des Wertes von x: 

{—a)b-= — ab (44) 

Ebenso ergiebt sich: 

(- «) (- ») = (-:)«. (- 1) b 

oder ( — 1)^ ab = ab, 

also: {—a){—b) = ah (45) 

Dieses Ergebnis kann man auch anders ableiten. Man hat (§ 7) : 
(c — a) (d — b) = cd — ad — bc -\- ab. 
Setzt man nun c ^= d = 0, so folgt: 

(-«)(- 4) = «S. 

Die hier eingeführten neuen Zahlengröfsen, ■welche die Gleichung 
x-\-a=^0 
lösen und folgerichtig durch x ^ — a bezeichnet werden, nennt 
man die negativen Zahlen. 

Durch die Einführung derselben wird jede Subtraktion aus- 
führbar, z. B. diejenige, welche durch die Gleichung ar + 12 = 7 
verlangt wird. Denn subtrahieren wir beiderseits 7, so folgt: 

a; + 5 ^ oder x ^ — 5. 
Man hat also: 7 — 12 ^= — 5. 

Man kann die negativen Zahlen folgendermalaen versinnlichen. Auf 
einer geraden Linie wählen wir einen beliebigen Punkt, den NuUponkt, be- 
zeichnen ihn durch und tragen nun vom Nullpunkt« aus eine beliebige 
Strecke in beliebiger Wiederholung ab. Die gewonnenen Teilpunkte, welche 
dem Beschauer etwa nach rechte liegen mOgen , bezeichnen wir durch die 
Zahlen 1 , 2 , 3 n. s. w. Dann erhalten wir die Zahlen — 1 . — 2, — 3 dar- 
gestellt durch Teilpunkte, welche links vom Nullpunkte durch Abtragung der 
gleichen Strecke gewonnen werden. Addieren heifat dann so viel wie „nach 
rechts hin weiterzählen', subtrahieren ,naeh links weiterzahlen". Der Glei- 
chung 5 — 7 ^ — 2 können wir dann einen anachanliehen Sinn beilegen ; 
ebenso der Gleichung !> { — 7) ^ — 85 , nicht aber ohne weiteres den Glei- 
chungen (— 7) 5 — — 35 oder (— .5) (— 7) — 35. 

"■■■ - ^-—-^^■~ 



Die von uns § 4 entwickelte Summe oder die entsprechende; 
2 (1 + 2 + 3 + ... + «) = »(« + 1), 

also 1 + 2 + 34- + n= "'". + " .... (46) 

bat für negative und gebrochene n keinen Sinn. Da auf der linken Seite der 
Begriff der ganzen positiven Zahl weseabaft vorkommt, so ist eine Deutung 
fQr andere Zablen nicht mSglicb. Dagegen ist in den Gleichungen ab^^ha, 
a (b -\- c) = ah -{- ac n. s. w. der Begriff der ganzen positiven Zahl nicht 
mehr enthalten , wenn diese Gesetze an die Spitze der ganzen Darstellung 
treten. Dann ergiebt sich z. B. der Begriff der Multiplikation -ganzer Zablen 
als besonderer Fall des zweiten Multiplikationsgesetzes, nämlicb: 
«(1 + 1 + 1 + ...+ l) = a + o + <. + ... + a. 

Demnach ist die von nns durchgeführte Gflltigkeitser- 
weiterung eine notwendige, und _nur didaktische Gründe haben uns 
abgehalten, von der Allgemeingültigkeit auszugehen. 

§ 13. Übangen. 
Sämtliche Aufgaben des § 8 sind wieder durchzimehnieD und 
nun den allgenieinen Gröfsen auch negative Werte zu erteilen. 
Ferner lösen wir die Gleichungen: 

, ^x + 2 _ 2^-1 _ ]_ 
' 3a: +f 4a: — 8 6 

Ergebnis. X = — w:- 



Doppelbrüche werden weggeschafft [Gl. (33)] u. s. w. Dann 
finden wir nach Erweiterung mit — 1 im zweiten Bruche : 

57 _ 73 _ X 

28 84 ~ 6 ' 

oder nach Erweiterung des ersten Bruches mit 3: 

98 7 . . 

öj = -ä-, was zu beweisen war. 

Annierkung. Die Bruchgesetze sind hier zn wiederholen. 

Ergebnis, x ^ — ^nTTtj' 

Z€iMenprobe. a ^ 1, b = 2, 

Gleichung und Lösung sind: 

a: , 2w „ _ A 

und dieser Wert in die Zablengleichung eingesetzt, giebt eine 
identische Gleichung. 
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AUgemeine Frobe. Man setze den für x gefundenen Wert 
in die gegebene Gleichung ein, entferne die Doppelbröche u. s. w. 

Nimmt man a ^: b = l, 

Bo ergiebt sich r + i ^^ '' 

Diese Gleichung wird durch den Wert a; = ^ 1 nicht befriedigt, der aus 
der allgemeinen Läsung folgen würde. Dieselbe wird überhaupt durch keinen 
Wert von x, weder dnrch einen positiven noch durch einen negativen, befriedigt. 
Setzen wir aber x gleich einer sehr grofe«i Zahl, etwa x ^ 10' oder ;r :^ — 10", 
SD wird die Gleichung annähernd richtig. Daher sagt man , die Gleichung 
werde gelöst durch x^oo (unendlich). Auch die Hauptgleiobung (2) hat die 

LBBnng X =:^ oo. 

' cx-\-d ' (/x + d' 
Die Ordnung ergiebt; 

(«(/ + a'c — Acc') x* -\- [b c' -^ a d' -\- a' d -\- b'c 
— Äi<^d + cd')] X = Add' — hd' — b'd. 
Die Gleichung ist ersten Grades, wenn Ä = -; — gesetzt 

wird. Also: ax + i , a'x + V __ a c' + a' c 
cx-\-d~^ (fx-Yd' c<f 

Der Lernende bilde selbst Aufgaben dieser Art durch wül- 
kürliche Annahme der Gröfsen a, i, «', b' u. s. w. 

a, + 3 ^ + 4 , 3:+18 _ , 
*•' 6 7 "•" 21 ~ ■^■ 

% 14. Gleichungen mit mehreren Unbekannten. 

Eine Gleichung ersten Grades mit zwei Unbekannten ist etwa 
folgende: 5.c + 3y = 100. 

Dieselbe bietet unzählige Auflösungen dar, sie ist unbestimmt. 
Kimmt man z. B, y= 10, so folgt x = 14, nimmt man x = 29, 
so folgt y = — 15. Damit die Gleichung durch ein bestimmtes 
Wertepaar befriedigt werde, bedarf es der HinzufQgung einer 
zweiten Gleichung, etwa: 

73; + 21/ = 87. 

Zur Lösung führt das sogenannte Ersetzungsverfahren. 
Man bestimmt aus der einen der beiden gegebenen Gleichungen 
den Wert einer Unbekannten und ers etat dieselbe in der andern 
Gleichung durch diesen Wert. 

Die Rechnung verläuft folgendennafsen : 



ii» Google 



51 + 3y = 





7"a!'~ 


87 — 


Ix 






2 






7- 


100; 
87 — 


7x _ 


61 




y = 


11 
_ 265 
II ' 



-rry = 



- 2 ■ 7^ = 



87. 



Genau so verfährt man, wenn n Gleichungen mit n Unbe- 
kannten gegeben sind. Man bestimmt aus einer der Gleichungen 
den Wert einer gewissen Unbekannten und ersetzt dieselbe in 
den übrigen n — 1 Gleichungen durch diesen Wert. So erhält 
man n — 1 Gleichungen mit ebensoviel Unbekannten. Dann wieder- 
holt man das Verfahren. Eine Gleichung ersten Grades mit n 
Unbekannten heifst geordnet, wenn sie die Form hat: 

OiXi -}- 03X2 + 03^3 + . . . + o»a;, = b, 
wo Ol, «2, . . . a>, b keine Nenner aufweisen. 

Die Ordnung der entetefaenden Gleichungen gehOrt beim Ersetzangsver- 
fahren nicht in die Reinschrift, sondern ist als Nebenrechnong auf einem be- 
sondem Blatte zn behandeln. 

Die Ausführung zeigt folgendes Beispiel: 



(Ta + 3^1 



-x.= 



^b + ^t — ^ 
Lösung. 

Xi + xa — 2xi = 11 



. 5 Gleichungen mit 5 Unbekannten. 



^B = 



- X2 — Xs - 



Xi-- 



-Xi-\- X2 + X^= 

~ a^ + are + ^4 = 0, 



4 Gleichungen mit 4 Unbekannten. 



' Entnommen der Theorie der fünften Potenzreste. 
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*, — 2»a + 3i, = 
X, + 2«, - 2x. = 

— »1 + »5i + «8 = 


11; 
; .3 Gleichimgen mit 3 Unbekannten. 

0. 




a-8 = «1 — a^!. 


4»! - 5i2 = 11 ; 1 

— ai + 4a!j = 0. ( ' 

«i = l 


2 Gleichungen mit 2 Unbekannten. 

Lösung. 



Das eigentliche Verfahren ist beendet. Die Ermittlung der 
übrigen Unbekannten geschieht in der Reihenfolge : x^, x^, a-^, x^. 
Ergebnis. 

a^i =; 4 ; a^ ^ 1 ; Xj = 3 ; ar^ ^ — 2 ; x^ ^ b. 
Frobe durch Einsetzen dieser Werte in die fiinf Gleichungen 
der Aufgabe. 

Es giebt noch viele andere Methoden, um Gleichungen mit 
mehreren Unbekannten zu lösen. Ist z. B, gegeben: 

X -\- y ^ a; x — y ^ b, 
so besteht das Lösungsverfahren darin, dafs man die beiden Glei- 
chungen addiert und subtrahiert. Ea ergiebt sich dann : 
n + 6 a — h 

^ = -2-;y = -^- 

Hat man 

3. Aufgabe. ax -\r by = c; 

a'x -\- h'y ^ (/, 
so multipliziert man die erste mit b', die zweite mit b ; dann er- 
hält man durch Subtraktion und nachfolgende Division: 



Multipliziert man die erste mit a', die zweite mit a, so ündet 

man entsprechend „ gc* — ca' 

y — aV-ba'' 

Zähler und Nenner sind durchaus ähnlich gebildete Gröfsen ; 
man nennt dieselben Determinanten. 

In übersichtlicher Fonn sclireibt man; 

-''-"■'= |m°'| '*" 

Man überzeuge eich von der Richtigkeit der Gleicbungen : 

(48) 



\l/,b\ \l>-\-tiV,b'\ 

„ ,.,CiOü^lc 



Ebenso erbfilt man im ZäUer die Determinanten: 

\ c,c'\'\b,l/\' 
HierDach laatet die LOsung in Determinantenform : 

Sind 3 Crleicbungen mit 3 unbekannten gegeben, et 
eo erbält man im Nenner die Determinante ; 



+ a,6,c, — a,6,C . . (50) 



I <H, V ' 

Hier überzeugen wir uns von der Thateacbe, dals die Determinante ihr 
Zeichen wechselt, wenn zwei parallele (senkrechte oder wagerechf-o) Zeilen mit- 
einander vertauscht werden. Femer zeigen wir durch Ausrechnung, dafs ihr 
Wert unverändert bleibt, wenn statt Oi, a^, a, in obiger Determinante ge- 
setzt wird: Oi+mb, + rtc„ o, + mij + «c„ a, + m6, + «c,. 

Die LOBung kann geechrieben werden ; 

a„6„c, .«= (i„fc„f, I (51) 

I "tt ^1 <^> { I <^i ^i> ^t j 

Entsprechende Werte erhält man fQr i/ nnd 7. 
Wenn der Nenner bei der Auflösung verschwindet, z. B. bei 
den Gleichungen: 2x + 3y^ 7; 

4:X+ 6y=l, 
so sind die Gleichungen durch endliche Werte der Unbekannten 
nicht auflösbar. 

Wenn unter den n gegebenen Gleichungen sich eine oder 
mehrere befinden, welche Folge der übrigen sind, so ist die Auf- 
gabe unbestimmt. So ist z. B. für: 

5x+ 3y+ 6s= 12; 

2x— iy— 2z= 6; 

3:+ 11^ + 10»-- 0, 

die dritte eine Folge der beiden ersten; denn man erhält sie, 

wenn man die mit 2 multiplizierte zweite Gleichung von der 

ersten subtrahiert. 

Antnerkung, Bei der Auflösung der Gleiohmigen der vorhin bespro- 
ohenan Art in allgemeinen Zeichen entsteht im Zähler und Nenner der Wert 
null. Aus B • ^ 6 ■ könnte man nun den Fehlachiula ziehen a ^ b. Der- 
selbe nimmt nämlich an, dab ^ = 1 sei. Man überzeugt eich aber leicht, dals 







Dnrch za 


Nimmt in 


an den Nenner 


Bruch 


gröüer 


und gröber. 


Werte 


10 a, 10 


»a, 10=0 u. B. n 



nach der Erklärung der Division — = » sein kann , wo n eine beliebige Zahl 
bedeutet. Dieselben Schlüeae gelten ftlr oei. Man merke als Reget: 
dividieren ist verboten, 
lines Bmches kleiner und kleiner , so wird der 
j erhält für a; = -j^ , j^, ^ u. s. w. die 
Daher kann man in diesem Falle sagen, da& 
fUr X ^ der Wert des Bruches oa ist. Ebenso zeigt man, dals fOr x ^ oa der 
Wert des Bruches ist. ^ =^ oo- — ^ (52) 



deren Nenner 3 und 7 seien, deren Zähler die vorgeschriebene 
Summe a ergeben, 

I^tung. Man erhält die Gleichungen: 



3; 4- y — a. 
Das Ergebnis ist: 



Nimmt man a=^7, so folgt eine ganzzahlige Auflösung x=l, 

y=6; l_i_l. — ?? 

3 "•" 7 21' 

ö. Aufgabe. Eine dreizifFrige Zahl hat die Quersumme 9. 
Die aus den beiden ersten Ziffern links gebildete zweistellige Zahl 
ist um 8 gröber als die aus den beiden letzten rechts gebildete 
und um 2 kleiner als diejenige, welche aus der ersten und letzten 
Ziffer entsteht. 

Lösum/. Die Zahl heifse 100 a; + 10 y + z. 
Dannist 10* + y = lOy + « + 8 = lOa; + « — 2; 
femer X -\- y -{- z = 9. 

Die Zahl ist 324. 

6. Aufgabe. 2x + 3y + iz = 13a; 

3« + 5y— iz^ - IIb; 
ix — 4y — 122 = — 24 a. 
ErgelnUs. x^a-\-b; y^a — 2Ä; Z = 2a-\-b. 

7. Aufgabe. x -\- ff ^ 2a; 

ax —~by -\- z ^ 2a^\ 
bx-^r ay — z = 2h\ 
Ergebnis. X = a-{-b; y = a — b\ Z^^a^ — bK 
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S. Aufgabe. x + 3^ — 4z + 5« = 
2x~ y + lz— 3m = 
Src — 7y + 9«— 6w = 
3a! + 4y + 52—11«= 1. 
Ergdmia. x=^y — z = u — \. 

9. Aufgabe. (Magisches Quadrat.) Die Zahlen 1, 2, 3 bis 9 
sollen so zu dreien in drei untereinaaderetehenden Zeilen niederge- 
schrieben werden, dafs bei jeder senkrechten, wagerechten und dia- 
gonalen Reihe die Summe der darin stehenden Zahlen dieselbe sei. 
Anleitung. Da 1 + 2 + .. .4-9=^ 45 und in jeder senk- 
rechten Reihe die gleiche Summe herauskommt, so mufs diese 
gleiche Summe 15 sein. Dasselbe gilt von jeder wagerechten und 
also auch von den Diagonalreihen. Addiert man nun die in den 
beiden Diagonalreihen und die in den mittleren senkrechten 
und wagerechten Zeilen stehenden Zahlen, so ergiebt sich der 
Wert der in der Mitte des ganzen Quadrates stehenden Zahl 
als 5. Nun kann man ansetzen : 

X, y, 15 — X — y, 

z, 5, 10 — z, 

15 — 3; -— «, 10 — y, 10 — X. 

Hiemach bleibt nur eine einzige Gleichung übrig, nämlich: 

23; + y + 3 = 20 (53) 

Man sieht, dafs die Aufgabe unbestimmt ist. Die Forderung, 
dafe die Zahlen alle positiv, ganz und voneinander verBchieden 
aein sollen, wird durch die Annahme a: ^= 8, y = 1, also z ^ 3 
befriedigt. Übrigens kann man mit Hülfe von (53) auch noch z 
aus obiger Darstellung entfernen. 

g 15. Potenzen nnd Wnrzeln. 

Schon im § 6 haben wir einiges über diesen Gegenstand 
kennen gelernt. Wir haben gefunden: 

a> = a (doch siehe folgende Seite), 
(^ =^ a • a 
«8 ^ a ■ rt ■ a, 



W ^ a ' a • a . . . .a{n Faktoren). 

i. Lehrsatz. «"' • a" = a" + " (54) 

a" ^ a ■ a . . . . a {m Faktoren), 
a" ^ a ■ a . . . . a(n Faktoren). 
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Multiplizieren wir, so erhalten wir & genau (m -\- «) mal als Faktor, 
was zu beweisen war. 

2. Lehrsatz. (o"*)" =^ «""" (55) 

Beweis. Die linke Seite der Gleichung (55) ist, ausführlich 

geschrieben : a" ■ a"" ■ a" . . . . a'" (n Faktoren), 
also nach Gl. (54): 

(,m + « + ■« + ..... + m ("iu, Exponenten n Summanden) 
oder o"*", was zu beweisen war. 

3. Lehrsatz. — ^ a (56) 

Nach der Erklärung der Division ist dies richtig, wenn der Divi- 
sor mit dem Quotienten multipliziert den Dividendus ergiebt. Dies ist 
aber richtig, denn a" ^ a" ■ a"" - " = a" + "* - ". 

Die vorstehenden Sätze sind unter der Voraussetzung be- 
wiesen, dafs der Exponent eine ganze Zahl, und zwai* eine posi- 
tive ganze Zahl ist. Bei dem dritten Satze [Gl. (56)] müssen 
wir sogar noch die Einschränkung /w > n beifügen. Wollten wir 
uns diese Beschränkung thateächlich auferlegen, so würden wir 
uns den entsprechenden Weitläufigkeiten und Schwierigkeiten unter- 
werfen müssen, welche wir bei Einführung der Brüche (§ 9) und 
der negativen Zahlen (§ 12) erwähnt haben. Wir werden daher 
auch hier eine Erweiterung der Begriffserklärung der Potenz vor- 
nehmen und negative, ja gebrochene Exponenten zulassen. 

Zunächst wollen wir den Wert von a** ermitteln. Wenn wir 
mit a° rechnen wollen, so dürfen wir ihm nicht jeden beliebigen 
Zahlenwert beilegen, sondern a" mufs einen solchen Zahlenwert ein- 
halten, dafs die Potenzgesetze, also Gl. (54) und (55), gUltig bleiben. 
Nach (54) würde sein i a" ■ a" ^ «" + " == a"". 

a" ist also diejenige Zahl, welche mit a"" multipliziert a" ergieht. 
Dies leistet aussehliefslieh 1, also ist: «" ^^ 1 (57) 

Nun gilt auch (55); denn («")"■ = «O" = a'>, oder 1" = 1. 

Da a ~ " ■ a" ^ a ~ " + " ;= o" = 1, so folgt, dafe « ~ " = ^ 
gesetzt werden mufs. Auch folgt aus o' ■ o^ ^ a^ + ^ ^ a^, dafs 
<A ^ a ist , falls man in der Bestimmung von a^ aus dem Be- 
griffe eine Schwierigkeit sieht. 

Ebenso hat «* nach der bisherigen Erklärung von Potenz keinen 
Sinn. Fragen wir das Potenzgesetz, so ist: 

«V ■ a* = o* + * = «1 = a. 
o^'ist also diejenige Zahl, welche mit sich selbst multipliziert a 



ergiebt. Könnte man also in der Gleichung x^ = a den Wert 
von X bestimmen, so hätten wir auch den Wert von a^. 

Hiermit sind wir zum Begriffe der Quadratwurzel (§ 6) 
zurückgeführt; die Gleichungen _ i 

x^ ^: a und x = ya (statt ya) 
sagen genau dasselbe aus. Suchen wir nun nach einem Verfahren, 
um X durch die bereits bekannten Gröfsen auszudrücken. Fangen 
wir an mit dem Beispiele : x^ =^ 7 
oder x^ — 7 = 0. 

Zunächst finden wir, dafa x> 2, aber ■< 3 ist; dann durch 
Ausrechnung von x^ fiir x ^ 2,1; 2,2; 2,3 u. s. w., dafe x zwi- 
schen 2,6 und 2,7 liegt. Nun versuchen wir für x die Werte 2,61 ; 
2,62 u. s. w. So könnten wir, wenn auch mit grofser Mühe und 
in unwissenschaftlicher Weise finden, dafs x zwischen den Werten : 

2,645751 und 2,645752 
liegt. Zur methodischen Bestimmung (Äusziehung) der Quadrat- 
wurzel aus Zahlen beachten wir zunächst, dais durch Erheben 
einer Zahl, welche am Ende eine gewisse Anzahl Nullen besitzt, 
ins Quadrat die Anzahl der Nullen verdoppelt wird. Teilt man da- 
her von rechts nach links fortschreitend die Ziffern einer Zahl 
in Gruppen von je zweien, so kann man immer angeben, zwischen 
welchen Zehnem , Hundertern , Tause ndern u. s. w. die Wurzel 
d er geg ebenen Zahl liegt. So lie gt 1/31 84 zwischen 10 und 20, 
V 38|22 zwischen 60 und 70, V7|43|25 zwischen 200 und 300 
u. s. w. Die weitere Ausführung geschieht durch Probieren in 
Verbindung mit der Formel {a -\- bY ^ a^ -\- 2ab -\- h^. 

Beispiel. V34|86|78]44|01 = 59 0*9 

25 
98,6 
981 

57,8 

00 

5784,4 

47216 

1062 801 

1062 801 



Zur Erklärung. Wir ziehen zuerst aus 34 (mit 8 folgenden 
Nullen), dann aus 3486 (mit 6 folgenden Nullen), dann aus 348678 



(mit 4 folgenden Nullen) u. s. w. die Wurzel. Dabei suchen wir 
jedesmal die zunächst kleinere Zahl zu erhalten. Dies geschieht 
bei 34 durch blofses Probieren. Wir finden, date die Wurzel liegt 
zwischen 5 {mit 4 Nullen) und 6 (mit 4 Nullen). Bei )/3486 
ist a ^ 50, b unbekannt. Es soll sein : 

a^-\-2ab + 62 r^ 3486, 
wo Tvj annähernde Gleichheit bedeutet. Also mufs sein: 
2ab + ft2^986, 
b (100 + A) cv> 986. 
Es ergiebt sich & ^ 9 und 2ab ^ b^ ^ 9 (100 + 9) = 981, 
Rest 5. Indem wir nun aus 348678 die Wurzel suchen, ist a = 590, 
b unbekannt. Es soll sein: 

a^ + 2ab + b^^ 348678. 
Nun müTsten wir a^ = 590^ berechnen und von 348678 subtra- 
hieren. Allein dies ist vorhin bereits geschehen; der 
Rest ist 578 u. s. w. 

Zieht man aus 7 die Quadratwurzel, so sucht man sie zu- 
nächst aus 7, dann aus 7,00, dann aus 7,0000 u, s. w. 

Wenn das Yerfahren beim Quadratwurzelausziehen nicht g&aaa aufgebt, 
so erhält man einen Decimalbruch, der dem Wert« der Wurzel so nahe kommt, 
als man nur will. Aber zu Ende geht das Verfahren in diesem Falle niemals, 
und der entstehende Dedmalbruch ist auch nicht periodisch. Die Quadrat- 
wurzel ans einer ganzen Zahl ist entweder eine ganze Zahl 
oder eine irrationale Zahl. Im letztem Falle kann sie annähernd, 
aber niemals genau durch einen Bruch dargestellt werden. Da aber die An- 
näherung bis zu jedem beliebigen Grade der Genauigkeit getrieben werden 
kann, so ist es erlaubt, mit diesen Näherungswerten gerade so zu rechnen, als 
wären sie den betreffenden irrationalen Gröfsen gleich und nicht blofs an- 
nähernd gleich. Die strengen Beweise dieser Behauptungen in Verbindung 
mit Stetigkeitsbetrachtnngen kann die Schulmathematik entbehren. 

Lehrsatz. Y^ -Yb = Yöb (58) 

Beweis. Die beiden Gleichungen x^ = a, y^ ^^ b sagen in 
anderer Sehreibart dasselbe aus wie ar^V^o, y ^=\/T. Multi- 
pliziert man die erstem , so erhält man x^y^ =^ ab oder nach 
dem dritten Multiplikationsgesetze (x^y = ab. Setzt man hierfür 
in anderer Schreibart xy ^Yob, so ist der Satz bewiesen, 

I^raMz. ^ = |/^ (59) 

Beweis. Aus z^ = a, y^ ^ b folgt ^ = y oder -=1/ ^, 
was zu beweisen war. 



itv Google 



Dieser Lehrsatz wird häufig angewendet. Man mufs immer 
darauf bedacht sein, den Nenner ganzzahlig zu machen. So 
würde man setzen : -i fi ^-i /"e l/e 

Dies giebt Veranlassimg zu vielen Übungsaufgaben, z. B. 
zum Nachweise durch wirkliche Ausrechnung, dafs ist: 

Aus Lehrsatz Gl. (59) folgt, dafs man bei Decimalbrüchen 
die Abteilung nach Gruppen von je zwei Ziffern immer vom De- 
cimalkomma aus zu vollziehen hat. Es ist z. B. : 

V ^^--y Tö-|/ Töö- ~lT- 
Wenn ein algebraischer Ausdruck nur eine einzige Wurzel 
enthält, so kann man ihm die Form geben: 

^ _ n.^nVä_ (60) 

p + q_\/a 

WO p, g', m, n ganze Zahlen sind. Durch Erweitem mit p — sV^ 
bringt man ihn auf die Form: 

a; = fflm — g»o + (pH — gm) 1/g _ _ _ (-gj^j 

pi — aq' 

Es is t dringend zu warne n vor falsche n Gleic hungen wie 

ya — b=Ya~Vi>- 

Dagegen ist, wenn x eine kleine Gröfse bedeutet, annähernd 

|/r+^-l+-^-x, (62) 

wie man durch Quadneren beweist. 

Y^ ist eine Zahl, welche quadriert (mit sich selbst multi- 
pliziert, in die zweite Potenz erhoben) a giebt. Das leisten aber 
immer zwei angebbare Zahlen: 1/^16^=4 und auch ^ — 4. 
Daher ist das Zeichen Y^' seiner Natur nach doppeldeutig. Will 
man einen der beiden Werte herausheben, so sagt man : „Wir er- 
teilen der Wurzel ihren positiven (negativen) Wert." Sind in den 
Sätzen (58) und (59) den Wurzeln Y*^' l/^ ^"^ dieser Weise be- 
stimmte Werte beigelegt, so ist das Vorzeichen der rechten Seite 
nicht mehr zweideutig. 

Die Gleichung l/'a ■ \/ b = l/oii mOfste auch dann beateben, wenn 
\/ a, {/ b, \/ ab nicht auf dem bisherigen Gröfaengebiete durcb Annäherung 
auffindbar wären, Sie iat ebeu eine Folge der ÄllgemeingUltigkeit der Multd- 
plikatioDSgesetze. Da aber 1/3 und {/t durch Brilcbe annähernd darstell- 
bar sind, so aagt jene Gleichung oder [/3 ■ [/? ^ [/21 mehr ans; eie 



behauptet, dals die Multiplikation der links stehenden Näherungswerte einen 
Näherungswert für 1/21 liefert, und zwar mit jedem beliebigen Grade der An- 
näherung, wenn |X3 tmd |/7 entsprechend genau sind. Die Schnlmathematit 
geht anf diese Fragen wie auf gewisse Stetigkeitserweise nicht ein. 

Jede Zahl, mag dieselbe positiv oder negativ sein, giebt qua- 
driert einen positiven Wert. Daher kann man die Lösung der 
GrleiChung 3;2 = — 16 als unmöglich bezeichnen. 

Man hat dies in der That lange Zeit gethan. Allein hei der Bescbfif- 
tigUDg schon mit den einfachsten Qleicbungen dritten und hUhem Grades, vor 
allem aber durch die rechnende Geometrie and durch die elliptischen Funk- 
tionen wurden die Mathematiker gezwungen, diesen Gleichungen und den daraus 
entapringenden Zahlengrol^en ihre ganz besondere AuAnerksamkeit zuzuwenden. 

Aus früher entwickelten Gründen nennen wir die obige Glei- 
chung nicht unmöglich, sondern führen durch die Gleichuni^ 

ia = — 1; j2_|_ 1 ^0 . . . . (63) 
ein neues Zahlengebiet ein, das der imaginären Zahlen. Über 
diese Zahlen machen wir dieselben Annahmen wie früher bezüglich 
der negativen und gebrochenen, nämlich diejenige, dafs sich mit 
ihnen nach den bisherigen Gesetzen rechnen läfst 
Dann finden wir: 

i3 = — i; (*=1; j5 = j. jB ^ _ 1 ; i'J = ^i; »8 = 1 (64) 

Die Gleichung x^ ^ — 16 hat dann die Lösungen x^ ^^ ii, 

g 16. Gleichungen zweiten ärades. 

Jede Gleichung zweiten Grades kann man in die Form setzen : 

a;2 -^ px ^^ q (65) 

Addiert man beiderseits (f^) , so folgt: 

Hierfiir kann man auch schreiben: 

(« + !)'=. + (!/■ 

Denn es ist a^ -\- 2ab + b^ = (a + by. In diesem Falle ist 

a := X, i ^ o' ^'^^ 2a6 ^ p.r. 

Folglich ist nach der Begriffeerklärung der Quadratwurzel 

Subtrahiert man noch ^, so folgt die nachstehende (auswendig 
zu lernende) Formel: 



Ist die quadratische 0-leichung gegeben: 
so lautet die Auflösung: ^^^^^ 

- = -1 + 1/3 + ©' ■ ■ • ■ <'='" 

Das Zeichen K ist, wie wir im vorigen Paragraphen bemerkten, seiner 
Natur nach doppeldeutig. Dennoch pflegt mau mit Recht fttr den ÄnßtDger 
diese Z weide atigkeit noch durch ein Doppelvorzeichen besonders hervorzuheben 

i. Beispiel. x^ -\- 6x = 7. 

Hier ist 

„=6,, = 7,f = 3,-f = -3,©'=9. 

Ergebnis. a:i = 1, arg = — 7. 

X^obe. 1 -f 6 = 7; 49 — 42 = 7. 

2. Beispiel. a* +_7 x = — 6. 
Ergelmie. x^ -^ ; x^^ — 1, x^^ — 0. 

3. Beispiel. X^ — hx ^ — L 
ErgOmia. a^i ^ 4, a^ ^ 1. 

4:. Aufgabe. Man bilde diejenige quadratische Gleichung, 
deren Wurzeln (Lösungen) die gegebenen Zahlen a und b sind. 

1. Lösung. Die Gleichung heifst: 

(i-.)(i-6) = (67) 

Dieselbe ist quadratisch und hat die Lösungen a; = « und a; = J ; 
denn ein Produkt wird null, wenn ein Faktor null ist. Die ent- 
wickelte Gleichung ist : x^ — {a-\-b)x^ — ab . . . . (68) 
Löst man dieselbe nach der Formel auf, so findet man Xi = a, x^^b. 

2. Lömng. Es sei 

» = -f + l/^'* = -f-VT+?- 

Dann folgt durch Addition und Multiplikation: 

a + b^—p,ab = — q .... (69) 
Hierin liegt der Satz ausgesprochen: Die Summe der Wurzeln 
einer quadratischen Gleichung x^-\-px^q ist gleich — p, 
das Produkt gleich — q. Mit Hülfe dieses Satzes kann man 
die Bedingungen angeben, welche erfüllt sein müssen, damit eine 
quadratische Gleichung zwei positive (zwei negative, eine positive 
und eine negative) Wurzeln ergebe. Wichtiger ist er als Probe 
der Richtigkeit einer Lösung. 

3. Beispiel. bx^ — 19 a: = — 18. 
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Die Gleichung ist noch nicht geordnet. Dividiert man durch 6, so 
folgt: :e2_1ö.^_18. 



Ergebnis. 


I, = 2, I, = 5. 


Urobe. 


a-i a^i = y. Xi+Xi = 


6. BeUptel. 


Ix' + 12x = 20. 




~6 + 41/11 



WO der "j/^ll der positive Wert beigelegt sein mag. 
JVo6e. Durch Ausrechnimg ergiebt sich; 

Diese Probe gilt fiSr beide Werte a^i wie x^. 

7. Beispiel. x« ^ 1 (70) 

Subtrahiert man 1, so folgt: 

XB — 1 ^ 0, 

mithin nach § 8, Gl. (19) 

(^ - 1) (^^ + ^ + 1) = 0. 
Also mufs sein entweder x — 1 = oder a;^ + ar + 1 = 0. 
Ergebnis. _ 

cci = 1, a^ = — L ' H = 2 

Bei Anstellung der Probe findet man 

X2^ ^^ Xs, dann a^a^ ^^ a::^ a^ ^ 1. 



2£+_3_ 
ix + i 



8. Beispiel. 

Man erhält die Gleichung: 

163^3 — 153: = — 9, 

, ,. .„ 15 + SU/m 
und die Losung: x = — ^-^g 

Probe. Es wird nach Einsetzung des gefundenen Wertes 
und nach Wegschaffung der Doppelbrüche gefunden: 
2£_+3 ^ 63 + 3i[/39 
4a; + 1 "^2 (23 + 3.|/ 39) 
Erweitert man mit 23 — 3i l/39, so folgt: 
2.g+ 3 __ 45 — 3i [/ 89 
4x + 1 ~ 44 ■ _ 

Ebenso ergiebt sich nach Erweiterung mit 65 + 3i X/39 
3a^ — 1 _ 1 — 3t[/39 
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Die Probe stimmt also. Aufgaben wie Beispiel 8 enthalten 
fest alle Bruchregeln zur emeuteu Übung und bringen auch aonst 
eine grofse Zahl wichtiger algebraischer Methoden in Erinnerung. 
Die Probe gilt flir beide Werte von x, die sich nur durch das 
willkürliche Vorzeichen von V^39 unterscheiden. 

Bei der ersten Durchnahme sind 7 und 8 zu übergehen. 

9. BeUptel. ______ ' 

5 1/73; + 4 — 3 VSx + 1 = 10. 

l/'lx + 4 ist eine Zahl, welche mit sich selbst mu ltipliziert 
7aT + 4 giebt, also eine neue Unbekannte. Ebenso 1/^8 x -\- 1. 
Daher setzen wir: 

y = V'?x-\-i, z = V^SM^l 
undfinden: lx^^=^y\ 8a;+l = 0a, 5y — 3«=10. 

Dies ist ein System geordneter Gleichungen mit 
drei Unbekannten. 

Wir finden: x = ?i^, z = ^-^, 
daher 103^2 _ 700^ = — 925. 

Hieraus folgt:. Vi = ^, ^2 = m'' 

daher die Lösung: yi ^ 5, Zi=h, Xi^= Z; 

_ 185 _ i5_ _ HZ? 

ya — 103' *2— 103' ^a^ 103" 
Die Aufgabe wird also gelöst durch die beiden Dreiheiten xj, yi, zi 
und X2, tfzi *a- Dabei wird das Vorzeichen der ursprünglich als 
Wurzelgröfse auftretenden Unbekannten ohne Zweideutigkeit be- 
stimmt. 



10. Beispiel. |/2^ 1 + V^^ — 1 =- 1. 
Anleitung. 

yä = 2a: + 1, «2 = 3a;— 1, y + « = 1. 
Man findet die lAaung: 

* = 7 — 2 i/n, y = — 2 + vTT, « ^ — 3 + KIT, 

wo dem Zeichen 1/^11 überall der positive oder überall der nega- 
tive Wert zu erteilen ist. 

11. Beispiel. Zwei Röhren füllen einen Behälter, die eine 
drei Stunden früher als die andere. Sind beide geöffiiet, so wird 
der Behälter in zwei Stunden gefüllt. In wieviel Stunden füllt 
jede Röhre allein fliefsend den Behälter? 

Anleitung. Angenommen, der Behälter fasse a ebm Wasser ; 
die erste Röhre möge ihn in x Stunden, die zweite also in a; + 3 

"■■■ - — ■^^■- 
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Stunden füllen. Dann erhält man die Gleichung; 

X ~^ x + 3 ~ 2' 
Die Lösung ist x = 3 ; eine zweite x = — 2 kann allenfalls ge- 
deutet werden, entspricht jedoch nicht dem Wortlaute der Aufgabe. 

12. Beispiel. Die Höhe eines im luftleeren Räume mit der 

Anfangsgeschwindigkeit v emporsteigenden Körpers beträgt nach 
f Sekunden (^ = 9, 81m) Ä==i-i—|(2j, (71) 

Ist ( unbekannt, k gegeben, so erhält man eine quadratische 
Gleichung, deren beide Lösungen eine physikalische Bedeutung 

haben: t = ' ± '^'J" '" '■ (72) 

Ist v^ ^ 2gh, so fallen die beiden Lösungen zusammen, da nach 
t = - Sekunden der Körper seine gröfste Steighöhe erreicht. 
Ist «ä < 2ffh, 80 wird die Lösung imaginär, d. h. physikalisch 
unmöglich, 

13. Beispiel. Ein Stein fällt in einen Brunnen, und man hört 
nach T Sekunden das Aufschlagen auf den Wasserspiegel. Wie 
tief ist der Brunnen, wenn die Schallgeschwindigkeit o = 333 m 
berücksichtigt, aber der Luftwiderstand beim Hinabfallen aufser 
acht gelassen wird. 

AnleUwng. Die Fallzeit dauere x, die Zeit, die der Schall 
gebraucht, dauere y Sekunden, und die Tiefe des Brunnens sei z m- 

Dann ist ■^ ^ 2 *^' ^ ^ **?' ^ "^ V ^^ '^■ 

14. Beispiel. Ein Brunnen von 25 m Tiefe soll cylindrisch 
ausgemauert werden. Die lichte Weite {der innere Durchmesser) 
soll l'/2 m betragen. Wie stark darf die Brunnenwand werden, 
wenn nur 34,558 cbm Steine zur Verfügung stehen? ' 

Anleitung. Der Inhalt eines Cylinders von der Höhe Ä und 
dem Grundkreisradius r beträgt J= r^kn. — Lösung; 35 cm. 

15. Beispiel. Eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks ist 
um 2 m gröfser als die andere und um 16 »i kleiner als die Hypo- 
tenuse. Man bestimme das Dreieck {40, 42, 58). 

Zahlreiche ähnliche Aufgaben biMet man aua den Gleichungen: 

x = a^ — b'':y = 2ab;z = a^ + b'' (73) 

Sind a, b beliebige Zahlen, ao sind x, y KaUteten nnd z Hypotenuse eines 
rechtwinkligen Dreiecke. 

"■■■ - ■' ---— ^^;," 
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16. Beispiel. Jemand zahlte am 1, Dezember 1888 an eine 
Sparkasse 200^, am 1. Dezember 1889 weitere 172 Jd und 
erhielt am 1. Dezember 1890 mit Zinsen und Zinseszinsen 395 Ji, 
20^ herauegezahlt. Wie hoch war der Zinsfufs? — 4 o/o. 

17. BeigpUiL Zwei Himmelskörper mit den Massen m und M 
finden sich in gegenseitigem Abstände von a Erdradien. Man 
gebe denjenigen Punkt auf ihrer geradlinigen Entfernung an, in 
welchem die anziehenden Kräfte sich das Oleichgewicht halten. 

Anleitung. Nach dem Newtonschen Gravitationsgesetze hat 
die anziehende Kraft einer Masse m im Abstände r den Ausdruck 
-^, wo f einen unveränderlichen Zahlenfaktor bedeutet. 

18. Beiaptel. Von einem Dreiecke sind zwei Seiten b = 14, 
c — 15 und der Inhalt 7 = 84 gegeben. Man berechne die 
dritte Seite, 

ZöBung. Sind die drei Seiten eines Dreiecks a, b, c und 
der Inhalt 7, eo besteht die Gleichung: 

16/2^ — «* — ** — c*+2aaia + 26M+2c2oa . (73) 
Die Lösung ergiebt: 

aS = 63 4. c' ± 2 l/(ic+27) ibc — 21), . (74) 
in unserem Falle a^ =^ 13, 02=^ 1/673. Die negativen Werte 
haben keinen geometrischen Sinn. 7> |6c führt zu einer un- 
möglichen Aufgabe, I^\bc zu einem rechtwinkligen Dreieck. 
Dasselbe ist also dasjenige gröfsten Inhalts. Die Probe für Auf- 
gabe 18 hefert die Heronische Formel. Andere Zahlenbeispiele 
liefern: a = 21, i = 20, c = 13, 1= 126, 

a = 25, b=n, c = 28, 1= 210, 
0= 5, J= 5, c= 6, 1= 12, 
o = 40, 6 = 25, c = 39, 7= 468. 

19. Beiden. Eine gegebene Zahl a soll so in zwei Sum- 
manden zerlegt werden, dafs die Summe der dritten Potenzen 
derselben die Zahl b ergiebt. 

AftleUung. Nennt man den einen Summanden x, so ist der 
andere a — x. Daher die Gleichung: 

x«'^(a — x)« = b (75) 

Einfacher und symmetrischer wird die Lösung, wenn man den 
einen Summanden mit g — x, also den andern mit -n + ^^ bezeichnet. 
Auch die Gleichungen: 
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(|—)'+(f + -)' = «; (I— )' + (J + -)' = » • P6) 
sind in dieser Weise lösbar. Man findet dieselben oft als Glei- 
chungen mit zwei Unbekannten: x -\- y := a; x* -\- y* ^ b, be- 
handelt. Ist statt der Summe eine Differenz gegeben, so ist es oft 
zweckmäEsig, die Form x -{- „ und w — -„ aufzustellen, da als- 
dann die Differenz dieser Ausdrücke a ist. 
20. Beispiel. Die Gleichung: 

ax* + bx» -i- cx^ -{- bx + a = . . (77) 
kann auf quadratische zurückgeführt werden, indem man durch «^ 
dividiert und dann die neue Unbekannte 

"+^ = 9 (78) 

einführt. Dann wird zunächst 

«(-• + i) + *(' + i) + ° = » 

und weiter ay^ + &y + c — 2« =^ 0. 

Hat man y gefunden, so liefert (78) zu jedem y zwei Werte x. 
Die Gleichung (77) hat 4 Wurzebi. Um passende Zahlenbeispiele 
zu erhalten, bilde man das Produkt: 

(»-«)(.»-l)(i-P)(P«-l) = 0, 
wo a und ß beliebig angenommen werden können. Gleichungen 
von der Form (77) nennt man reciproke. Ist ab ^ 1, so nennt 
man a den reciproken Wert von b und umgekehrt. 

§ 17. Logarithmen. 
Wir haben bereits im § 15 [Gl. (57)] den Begriff der gebro- 
chenen Potenz a^ erhalten. Wir fanden dieselbe als mit V"** ^~ 
grifflich übereinstimmend. Da wir nun auch ein Verfahren kennen 
gelernt haben, die Quadratwurzel mit jeder beliebigen Annähe- 
rung auszurechnen, so darf uns a^ als eine völlig bestimm- 
bare Gröfse gelten. Nehmen wir weiter an , dafa wir der 
Quadratwurzel immer ihren positiven Wert erteilen. Unter dieser 
Beschränkung hat auch a* einen bestimmten Wert. Denn 
«t ■ o* ^ «i, und somit ist a^ die Quadratwurzel aus aK So 
kann man durch fortgesetzte Quadratwurzelausziehung die Glei- 
chungen erhalten: 

10* = 3,1622; 10^ =1,3335; 10=^ =1,0746 

10* = 1,7783; 10^^ = 1,1548; oder 10«-<«"» = 1,0746. 
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Berechnen wir nun 10", wenn n die Werte enthält: 

" ^ "' 32' 32' 32' ■ ■ ■ 32' 
SO folgt, dafa in der Gleichung 10" =; o die Zahl a stets wachsend 
Zahlenwerte zwischen 1 und 10 durchläuft, während n durch jene 
Stufen von zu 1 fortschreitet. Hätten wir statt 32 eine viel 
gröCsere Zahl genommen, so würden die Stufen entsprechend enger 
geworden sein. Hierdurch gewinnen wir die vorläufig genügende 
Überzeugung: Zu jeder Zahl a zwischen 1 und 10 gehört eine 
bestimmte Zahl n zwischen und 1, welche die Gleichung erfüllt: 
10" = a (79) 

Dann heifst n der Logarithmus von a. Das Zeichen des 
Logarithmus ist log (ohne Punkt). Man hat also: 

lO"""'^« (80) 

Logarithmus einer Zahl ist diejenige Zahl, welche 
angiebt, in welche Potenz 10 erhoben werden muÜs, 
damit die ursprüngliche Zahl herauskommt, 

Folgende Gleichungen sagen also dasselbe aus: 

100 = 1 und loff 1 = 0; 10^ = 100 und log 100 = 2; 

101 ^ 10 , % 10 = 1 ; lOs = 1000 „ log 1000 = 3. 

In den Tafeln finden wir die Angabe log S = 0,47712. Die- 
selbe ist also gleichbedeutend mit: 

JQ0,il712 ^ g 

folglich nach Multiplikation mit Potenzen von 10: 
lOuma ^ 30 oder % 30 =1,47712; 
10^-*™ = 300 „ % 300 = 2,47712. 
Ebenso durch Division mit Potenzen von 10 (oder Multiplikation 
mit 10-S 10-' u. s. w.): 

100>7Tia-i = 0,3 oder log 0,3 = 0,47712 — 1; 

10o.*"i2 - a ^ 0,03 , log 0,03 = 0,47712 - 2 o. s. w. 

Jeder Logarithmus kann dargestellt werden als 
Summe aus einer ganzen (positiven oder negativen) 
Zahl und einem Decimalbruch , dessen Ganzes null 
ist. Die ganze Zahl heifst Charakteristik, der Decimalbruch 
heifst Mantisse. Aue dem Vorigen ergiebt sich die Regel: Für 
eine wstellige Zahl ist die Charakteristik n — 1, für 
einen Decimalbruch, der mit n Nullen von links her 
beginnt, ist sie — n. Die fünfstelligen Logarithmentafeln 
gehen nur die Mantissen der vierstelligen Zahlen. Man kann je- 
doch auch zu fünfstelligen Zahlen die Mantissen und zu nicht 
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genau in den Tafeln enthaltenen Mantissen die zugebörenden ^nf- 
stelligen Zahlen finden. Das Verfahren erhellt aus folgenden 
BeUpieien: 1) x ^^ 103,47. ßesucht log x. 

Die Tafeln ergehen: 

log 103,4 = 2,01452; log 103,5 = 2,01494. 

Der Zuwachs beträgt 42 Einheiten der letzten Decimale (ab- 
gekürzt £(^J{Q und beifst die Hauptdifferenz. Jetzt bilden wir 
folgenden Schlufs: 

Zuwachs 1 Edld bei der Zahl giebt Zuwachs 42 Edld beim log, also : 
1 , , - , , , 4,2 , , „ 

7 , >, n , - . 29,4 , „ , 

29 ist hinzuzufügen; also ist log x = 2,01481. 

In dem Zuwachs 29,4 ist 4 immer zu vernachlässigen oder 
die Vorstelle, z. B. bei 35,6 in 36, zu erhöben (niemals als „sechste" 
Stelle zu verwenden). 

2) logx=^ 0,28391. 

Man entlogaritbmiere (vorzuziehen dem Ausdrucke num 
log). Der zunächst kleinere Logarithmus ist 0,28375, also kleine 
Differenz 16 Edld. Dazu die Zahl x = 1,922. Zur Zahl 1,923 
gehört der Logarithmus 0,28398, also Hauptdifferenz 23 Edld. Da- 
her der Schlufs : 
Zuwachs 10 Edld bei der Zahl giebt Zuwachs 23 Edld beim log 

„ 1? , 1 , 
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Auch hier ist das Ergebnis abzurunden; , sechste" Stellen 
zu berechnen wäre durchaus unzulässig. Durch die den Tafeln 
zu entnehmenden Angaben unter P. P. (partes proportionales) 
kajin die obige Rechnung vereinfecht werden. 

Die zur Logarithmierung und EntlogarithmieruDg erforderlicben kleinen 
Recbnungen gehören in die Nebenrechnung, nicht in dio Eeinschrift, sind »her 
vom Anfllnger Burgftltig zu üben. 

§ IS. Logaritbmische Sätze. 

log {ab) = log a -\- log b (81) 

Bewei». lO'^v^ß, lO'*^* = i; daher 10''«'' + '"''' = aö. 
Nach der Erklärung des Logarithmus ist also log a -\- log h 
der Logarithmus von ab, was zu beweisen war. Ebenso wird: 

aQbwerlng, Arlthm«tU und Algebra 4 
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loff (abcd) ^^ log a -^ loff b -\- log c -i- log d n. a. w. (82) 

log r ^ log a — log b (83) 

Bewcte wie vorhin : 10'"»"--'»''''= |^- 

log (a") = nlog a (84) 

Aus 10 '"''' ^ a folgt durch Erheben in die n" Potenz 
IQ-iof = a". Logarithmiert man nun die Gleichung: 

X" =■ a, 
80 folgt nlog X =^ log a, daher hg x = —— Erinnern wir nun 
an die Gleichungen (9) und (10), so folgt, indem für x die andere 
Sehreibart eingeführt wird: 

%l7» = '^° (85) 

Es mufs daran erinnert werden, dafe wir uns nur mit Loga- 
rithmen positiver Zahlen befassen. Daher fällt jede Vieldeutig- 
keit der Wurzelzeichen für uns fort, wenn wir uns mit ihrer 
logarithmischen Berechnung beschäftigen. Man hüte sich vor den 
beiden falschen Kegeln: 
log (a -\- b) = log a -\- log b und log (a — b) =^log a — log b. 
Sobald in einem Ausdrucke die Vorzeichen + oder — 
vorkommen, kann nicht direkt logarithmiert werden. 
Übungen. 

log 2 = 0,30103) log 2 = 0,301031 

ioj/ 3 = 0,47712 1, log 5^ 0,69897 f~ 

logi = 0,60206 | % 0,4 = 0,60206 — 1. 

_ fog 5 ^ ,69897 I log l = 0,00000 1 

log 120 = 2,07918 % 3 = 0,47712 f" 

log 0,33333 = 0,52288 — 1. 

x = Va-\)^-^c^d]/"a. 

Man setze y ^ a \/b, z ^ c^d ya. Den Gang der Rech- 
nung zeigt folgende Anweisung: 

log a^ \: 2log c =: | y -\- z ^ u. 

i log b = } log d= \-\- loq x ^ \ log u. 

log y = l log a ^ t x ^ 
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Die Oberfläche eines Cylinders ist S = 2f^Tt + 27*Äic, der 
körperliche Inhalt desselben ist i =; r^At, wenn k die Höhe und 
r den GInmdkreisradius bedeutet. 

Ebenso erhält man für den Kegel {M = Mantel, s ^= Seite) 

Die Oberfläche der Kugel ist S ^ ir^K, der körperliche In- 
halt A = |rSit, die sphärische Oberfläche einer Kugelzone ist 
2rkTc, wenn A die Höhe der Zone bedeutet. Dieselbe Formel gilt 
für die Eugelkappe mit der Höhe k. Der körperliche Inhalt ist 
gegeben durch die Formel A = rh^n — ^k^^. 

Ein Körper vom specifischen Gewichte s wiegt s^kg, wenn 
sein körperlicher Inhalt d in Kubikdecimetem angegeben ist. 
Hieraus ergeben sich Übungsaufgaben in reicher Fülle. Wenn 
man z. B. verlangt: den Grundkreisradius eines Cylinders zu be- 
stimmen, dessen Durchmesser lOmal so grofs ist als die Höhe, 
und dessen Inhalt 1000 cbm sein soll , so findet man r = x, 
25 3!B7t=i000 und nach Logarithmierung 3 fey a; = Zosr 1000 
— log 2b — log it, endlich x = 11,675 m. 

Ändere sehr einfache Aufgaben erhält man dadurch, dafa 
man die Logarithmen gewisser Primzahlen als gegeben ansieht 
und daraus die Logarithmen anderer Zahlen, z. B. derjenigen des 
ersten Hundert bestimmt. 
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g 19. Potenzen nnd Wurzeln. Logarithmen. 

Wie wir MultiplikatioTisgesetae aufgestellt haben, eo kUnneu wir auch 
AdditionsgBBet™ aufstellen. So ist a + 6 ~ 6 + a; temer 

a^(b + c)=h + {a + c) = c + (a + h)=a + h + c. 
Hieraus folgt durch Ausdehnung auf vier und mehr Summanden: Man ist be- 
rechtigt, aus beliebigen Summanden Untersummen zu bilden und aus den Unter- 
summen die Haupteumme hervorgehen zu lassen. 

Wir erklären dann die Zahlen durch die Gleichungen 1 + 1 — 2; 24-1 = 8; 
3 -|- 1 == 4 n. B. w. Hierdurch sehen wir uns in den Stand gesetzt, Gleichungen 
wie 2>2:=4; 5-|-7^12 strenge zu beweisen. Dia Null wird erklärt durch 
die Gleichung a -f = a. Sind so die ZahlwSrter erklärt, so besteht das Zäh- 
len darin, eine Reihe gleichartiger Dinge mit den Zablwürtem zu begleiten, 

4* 
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Einziger GrandsAtz der Ädditioa ist: Die Anzahl der gezählten Dinge ist an- 
ftbh&Dgig von der Art der Z&Uung. 

Im vorigen Paragraphen haben wir gelernt, mit HQlfe der 
Logarithmen die Gleichung x" = a au&uliJsen. Hiermit sind wir 
den Wurzelgröfeen näher getreten und mössen jetzt darauf ein- 
gehen, dieselben nach ihrem Begriffe mid ihrer Wertbestimmnng 
genauer zu betrachten. Beginnen wir mit der Kubikwurzel. 

Die Gleichung x* ^ a hat immer eine Lösung, wenn a eine 
positive oder negative Zahl bedeutet. Man überzeugt sich hiervon 
durch Probieren oder durch Berechnung mit Hülfe der Logarithmen. 
Ist a negativ, so wird auch x negativ. Setzt man dann x =^ — y, 
so kann man die negativen Vorzeichen vermeiden. Ist a eine 
positive ganze Zahl, so liefert die Gleichung x^ ^ a entweder eine 
ganze Zahl als Ergebnis oder eine irrationale Zahl. Diese Ir- 
rationalität ist aber gänslich verschieden von der bei Ausziehung 
der Quadratwurzel entstehenden, und wenn a kein genauer Eubus, 
sondern irgend eine andere ganze Zahl ist, so kann ya weder 
durch einen Bruch, noch durch einen aus Quadratwurzeln gebil- 
deten Ausdruck genau dargestellt werden. Zur näherungsweisen 
Berechnung kann man nachstehendes Verfahren anwenden. 

Zu berechnen sei : a^ ^= a (86) 

Dann setzen wir, wenn m^ die nächst a gelegene Kubikzahl ist, 

y = X — m (87) 

Es ist y < 1 und folgt den Gröfsengesetzen der echten Brüche, 
deren höhere Potenzen stets kleiner werden. Da nun x^ ^= a ist, 
so könuen wir eine möglichst hohe Potenz von y lediglich durch 
X und x^ ausgedruckt erhalten. Sei gefunden: 

y'^ ^= oq '\- a^x -\- a^x^ , . . . . (88) 
dann wird durch Multiplikation mit (87) 

tf\ + i^ ( — moa + a fla) + (t^o — «i Oj) a; + (c4 — moa) x^. (89) 
Setzen wir nun y* ^ y^-n ^ 0, so erhalten wir für die Un- 
bekannten X und x^ zwei Gleichungen, welche dieselben durch 
Näherungswerte in Bruchform bestimmen. Löst man die Glei- 
chung (88) unter der Annahme y*' = 0, so erhält man einen durch 
eine Quadratwurzel mitbestimmten Näherungswert. Für 
a^ = 2 ist y ^ a; — 1. 
X* = 2x, x^ ^ 2x^, x* ^ 4, x'' =^ ix u. s. w. 
Daraus folgt: 
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j,3= 1 ^zx — ^x\ y = 

»/* =^ — 7 — 2a; + öar^, f = 
yB= i9_53;_8ar2, ^9 = 

Aus den beiden letzten folgt x = '"'*' "*" 5m ^ "" '^ Üi' ^^ 
a;^l,26, so ist y<:0,26, und man kann nun durch loga- 
rithmisehe Rechnung feststellen, wieviel Stellen wirklich richtig 
sind, indem man ^ ^"^ näherungsweise bestimmt. Rascher wäre 
man ans Ziel gelangt, wenn man y^, y*, t^ u. s. w. berechnet hätte. 
Aus yS = ergiebt sich die Näherung: x = ——^ 

Totstellend gekenazeicbnetes Näher ungs verfahren ist auf alle algebraischeii 
GleichuDgen anwendbar und öbertrifft die meisten andern NahernngameÜioden 
durch Einfechheit und schnelle "Wirkung. Für die quadratisclien Gleichungen 
liefert es Ergebnisse, die zahlentheoretiaeh hänfig von hervorragender Wichtig- 
keit sind, z. B, för a;' — 2 die Nähetnngsbrüohe +, I, i, +i, welche die Pellache 
Gleichnng lOsen. 

Sei nun a eine positive Zahl, a eme zweite positive Zahl 
von der Art, dafs a^ ^ a ist. Setzen wir nun, um die Gleichung 
x^ = a zu lösen, x ^= aj/, so wird a^y^ ^ a, also y^ ^ i gefun- 
den. Diese Qleichung haben wir nun bereits (70) kennen gelernt. 
Mithin hat die Gleichung x^ ^ a drei Lösungen: 

— 1 + .■ 1/3" — 1 — .■ l/S 
Xi^a, X2 = a '-^ , a^a = a ^ 

Fragen wir nun nach dem Werte der Ausdrücke »* und a*, so 
ist nach dem Potenzgesetz (54) 

folglich ist a^ völlig gleichbedeutend mit ya. Da nun 

so ist a* = (l^"«)^- 

Andererseits ist a* ■ «* ■ o^" ^ a^, daher auch 

a> = i/o»: 

Diese Ergebnisse lassen sich sofort verallgemeinem, Ea sei 
der Ausdruck a« zu bestimmen, wo p und q ganze Zahlen seien. 
Es ist, wenn wir a' jmal als Faktor setzen: 
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dso a" =Ya. 

Ferner ist, wenn man ai j>mal als Faktor setzt, 

Andererseits ist aber, wenn man a^ gmal als Faktor setzt, das 

Ergebnis o'. Daher: a^ = ya^ (90) 

Demnach können wir hier zu den Sätzen Gl. (54), (55), (56) 
einen vierten hinzufügen: Man zieht aus einer Potenz die 
Wurzel, indem man den Potenzexponenten durch den 
Wurzelexponenten dividiert. Andererseita hat man die 

GWctag: „^ = V'i^ = (V'ö)' <9^ 

Wenden wir uns der allgemeinen Wertbestimmung zu, so 
wird die Gleichung : x" ^ a, 

wenn a eine positive Zahl ist, immer durch eine einzige posi- 
tive Zahl X gelöst. Diese Zahl finden wir durch Logarithmierung 
oder durch ein dem bei der Kubikwurzel angewandten entspre- 
chendes Verfahren. Sei diese positive Zahl a, also a" ^ a, so 
setzen wir wieder x ^ ay und gelangen zu der Gleichung: 

y = i (92) 

Diese Gleichung ist die binomische oder die Kreisteilungs- 
gleichung. Vorläufig mag bemerkt werden, dafs dieselbe n Lösungen 
darbietet, von denen bei geradem n nur zwei, bei ungeradem « 
nur eine reell ist: y = ±\, y ^\. Daher sind die in (91) vor- 
kommenden Ausdrücke nicht eindeutig, sondern besitzen q (im 
allgemeinen verschiedene) Werte, Für m ^ 4 erhält man : 
X| = 1 , X2 = — 1 , x^ = i, Xi = — i. 
Betrachten wir die Gleichung: 

af"'=a, (93) 

so folgt durch Ausziehung der m"" Wurzel af = I/o und dann 
durch Ausziehung der »"" Wurzel: 



'l7„-. 

Da man auch umgekehrt hätte verfahren können, so entsteh 
die Doppelgleichung: 

yä=V^=V^. .... (94) 
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Diesen Satz bewahrheitet man durch logarithmiache Rechnung. 
Denn es ist: toj, » = i !<«, o = i !!^^ = i Ä^- 

Ebenso kann man ihn durch die gebrochenen Potenzexponenten 
bestätigen. Wegen der Mehrdeutigkeit der WurzelgrSfsen in 
GL (94) ist ■wie bei (91) Vorsicht geboten, um nicht bei unge- 
schickter Rechnung zu widersprechenden Ergebnissen zu gelangen. 

Aus den Gleichungen: 

3f =^ a, y" ^ J oder x = Va, y =1/6, 
folgt durch Multiplikation und Division: 

{xyy' = ab, (f)" = | oder ary^l/^, ^="|/ J. 

Daher: l?^ =l7äl7i; y^^ = \LB.. . - (95) 

Diese Sätze bestätigt man einfach durch Logarithmierung. Denn 
- log {ah) ^ — log a -\ — to^ &; I 
^ ^*= T /«x T T - ■ ■ • (96) 

Bezüglich der Mehrdeutigkeit der Ausdrücke in (95) gilt das- 
selbe wie oben. Es empfiehlt sich daher, unter a, b u. s. w. nur 
positive Zahlen und unter den Wurzelgröfsen nur die zugehören- 
den ebenfalls positiven Zahlen zu verstehen. 

Cbung&n. 

1) a:*=I6; x^ = ±i, a^ = 2, a;g = — 2, XB = 2i, Xi = ~2i. 

Daher: l/l6 = ]/VT6 = Yl oder Y^^Ä. 

In diesem Falle läfst sich die Mehrdeutigkeit völlig berücksichtigen. 

2) x«= 729; «b ^ 27, «2 = 9. 

Daher : 1^729 = l/"l/729 = "|/9 = 3, 

1^729 = ]/V729 = 1/27 = 3. 
Hier haben wir uns lediglich auf die positiven Lösungen be- 
schränkt , obschon wir mit Hülfe ' von Gl. (70) die vollständige 
L&sung hätten finden können. 

3) a;i2 = 4096; x« = 84, x«=8, x = 2. 
3;ia = 4096; x* = 16, x^ = 4, x = 2. 



4) a:8 = 6561; x* = 81 , x^^^, x = 3. 

5) b l/ä= l/ft8^; b "|/^^ = l/^a. _ 

Diese Aufgaben löst man nach (95) oder einfacher durch Glei- 
chungen, etwa; 

X ^ b ya, x' = b^a; daher x = yb^a. 

6) x=^i2+y3) ]/7~4l/3. 

Dann ist x' ^ (l + 4 V^) (7 — 4 l/s) = 1; also: iC= 1. 

Solche Aufgaben kommen in der Stereometrie und Trigono- 
metrie nicht selten vor, 

§ 20. Oleichnngen hStieren Grades mit mehreren Unbekannten. 

1. Fangen wir mit dem Beispiel an: 

aox^-\-2aix^ + a2y^ + 2asX + 2aiy + aB=^0;\ . . 

so haben wir die beiden allgemeinsten Gleichungen zweiten Grades 
mit zwei Unbekannten vor uns. Um die Entfernung einer Un- 
bekannten zu bewirken, schlagen wir folgendes Verfahren ein. 
Wir ordnen beide Gleichungen nach Potenzen von x und erhalten: 
Oox^ + 2 («ly -(- os) ic + «3!/* + 2aiy +«5 = 0; 
• box^ + 2 (6,y + 63) a. + Äay^ + 2b,i/+b,^ 0. 
Dann behandeln wir diese Gleichungen, als wären es zwei Glei- 
chungen mit den beiden Unbekannten x und a;^. Endlich qua- 
drieren wir den Ausdruck für x und erhalten die Gleichung, welche 
zur Bestimmung von y führt. Sie ist vierten Grades und daher 
im allgemeinen für uns nicht methodisch lösbar. Eine solche Lösung 
ist dagegen mögheh, wenn die Koefficienten der Potenzen y und y^ 
verschwinden oder wenn die Gleichung reciprok ist. 

2. Andererseits ist folgende Gleichungsform sofort einer Lösung 
zugänglich : 

(ao« + <ht/)^ + m (ciox + aii/) + n = 0; l ,„.. 
bgx^ + 2bixy + Jayä + 2bsx + 2biy -|- Jß = 0,/ ^ '' 
indem man die erstere als einfache quadratische Gleichung behandelt. 

3. Zwei Gleichungen von der Form: 

OüX^ -f 2aixy -f a^y^ = «3; 

b,iX^ ^ 2bixy-\- b^y^ ^ b», 

werden dadurch behandelt, dafs man die linken und rechten Seiten 
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durch einander dividiert und dann ^z einführt. Man findet: 

y 

Ong' + 20,2 + . _ Oi 
■ ■ fc„j' + 2fe,* + 6, b,' 

4. Man bemerke, dafs man in allen vorausgehenden Beispielen 
stets Wertepaare (nicht einzelne Werte für x oder ;/) als Lösung er- 
hält. Diese Wertepaare genügen nur in ihrer bestimmten Zuordnung 
beiden gegebenen Gleichungen. Von diesem Verhalten machen Glei- 
chungen wie: ' ,!■ also {x — y)* = a^ — 4i 

eine Ausnahme, insofern sie nur ein einziges Wertepaar darzu- 
bieten scheinen. Diese Ausnahme erklärt sieh durch die symme- 
trische Form der gegebenen Gleichungen. 

5. Manche Gleichungen kann man durch einen mehr oder 
minder leicht sich ergebenden Kunstgriff lösen. Ist gegeben: 

x-\- y= a; a;3 + y» = 6, 
80 erhebe man die erstere in den Kubus und subtrahiere die 
zweite, wodurch ein Ausdruck für xy gefunden wird. [Siehe auch 
Gl. (75).] Auch kann man x^ -\- y^ va ein Produkt zerlegen. Die- 
selben Kunstgriffe gelten für die Gleichungen; 
X -\- y = a, t X — y = a, } x^ -\- y^ ^ a, t X + y ^ «, ( 
x« + y* = 6; ^6 - ys ^ 6; i «* — y* = 5; ( ar* + y* = i. i 
Bei der Gleichung -^ + -^ ^ a wird man beiderseits 2 addieren 
und dann die Quadratwurzel ziehen. 

6. Um auch ein methodisches Verfahren kennen zu lernen, 
wollen wir die Gleichungen betrachten : 

x^ -\- ax^tf ^^ m; y* + bxy^ = «. 
Sehen wir hier die einzelnen Potenzen von x als Unbekannte 
an , so haben wir 2 Gleichungen mit 3 Unbekannten : x, x% x^. 
Multiplizieren wir jede mit x, so erhalten wir: 

X* + ax^y = mx; y^x -\- bx^y^ =^ nx, 
und haben nun 4 Gleichungen mit 4 Unbekannten x, x% x^, x*. 
Die Lösung nach dem in § 14 gelehrten Verfahren liefert diese Po- 
tenzen ausgedrückt durch y und dann eine Gleichung neunten Grades 
zur Bestimmung von y. Ist (7 = i ^= 3, so ist die Auflösung leicht. 
Die Gleichungen können auch nach der Methode 3. gelöst werden. 

7. Die Gleichungen: 

.< + »• ' ' l .... (99) 

!/' + (a-r — x)' = r',\ 
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treten in der analytischen Geometrie auf. Sie besitzen ein Werte- 
paar X ^ a, y = , welches aber doppelt zu rechnen ist. Dierf 
sieht man ein , wenn man statt der zweiten Gleichung die all- 
gemeinere J/^ + (w» — ^y = *■* eintreten läl^t. 
Die eigentliche Quelle der Gleichungen höheren Grades mit 
mehreren Unbekannten ist die analytische Geometrie. Die Wichtig- 
keit sonstiger mehr auf Eunstgriffen beruhender Beispiele ist viel- 
fach überschätzt worden. 

§ 21. Di« arithmetischen Reihen. 
Eine Reihe ist die Aufeinanderfolge von Summanden. 

Diese Summanden nennt man Glieder der Reihe. Die Bildung 

und Anordnung der Glieder mufs eine gesetzmäfsige sein. 

Besteht das Gesetz der Reihe in der Bestimmung: 

Jedes Glied der Reihe entsteht aus dem vorher- 
gehenden durch Addition derselben Zahl d, 

so heifst die Reihe eine arithmetische. 

Jede arithmetische Reihe läfst sich in der Form darstellen: 

S = ö + (o + rf) + {« + 2 d) + (a +"3 d) + 

+ (a^[n-l]d). ... (100) 

Bezeichnet man das letzte Glied mit t, so ist 

t=a-\-{n — l)d (101) 

Demnach kann man vom letzten Gliede ausgehend die obige 
Reihe auch schreiben: 

S=^T-\-(t — d) + (t — 2 d) + {t — Z d) + 

+ it — [« - 1] d) (102) 

Addiert man (100) und (102), so folgt: 

2 S = (a + () + (« + + (« + + ■ ■ ■ -t- (« ^ 
oder 5 = 'L(?J:i). ..... (103) 

Da zwischen den fünf Gröfsen a, d, n, S, t nur die Glei- 
chungen (101) und (103) bestehen, so müssen drei derselben gegeben 
sein. So entstehen zehn Gleichungen, welche sämtlich vom Ler- 
nenden zu lösen sind. Als Beispiele dienen: 

1. Gegeben d, t, S. 

Lösung. a = t — (m — 1) rf ; 

n^ d — n{2t -\- d) = ~ 1 S. 
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Zahlenbeispt^ d = 3,t=10,S= 22. 

Man findet: «i =^ 4, «i ^ 1, 

also die Reihe: 1 + 4 + 7 + 10 = 22. 

Der zweite Wert «g = -s- ist zu verwerfen. Er gentlgt der 
Endgleichung, aber nicht der Aufgabe, 

2. Man bestimme die Summe der durch 19. teilbaren Zahlen 
zwischen 1000 und 10 000. 

Lösung. Man lese f^ »giebt den Reat". Dann ist: 
1000= 12, 1 , ... , , ,,, 
10 000= 6 I g^te'lt durch 19. 

Also ist 1007 die erste, 9994 die letzte der in Betracht kommenden 

Zahlen, also a = 1007, t = 9994; femer d = 19. Kun folgt; 

n = 474, 5=237-11001^2607 237. 

3. Man bestimme die Strecke, welche ein frei fallender Körper 
im luftleeren Baume in t Sekunden durcheilt. 

Lösung. Am Ende der ersten Sekunde möge der Körper die 
Geschwindigkeit g erreicht haben. Dann hat er am Ende der 
Zeit X die Geschwindigkeit xg. Nun teilen wir die Fallzeit t in 
n gleiche Teile, die wir Äugenblicke nennen wollen. Jeder Augen- 
blick dauert — Sekunden. Nehmen wir nun an, der Körper be- 
wege sich während jedes Augenblicks mit gleichförmiger Geschwin- 
digkeit, und zwar erstens mit derjenigen Geschwindigkeit, die er 
zu Anfang dieses Augenblicks hatte: dann erhalten wir ein zu 
kleines Ergebnis; oder zweitens mit derjenigen Geschwindigkeit, 
welche er am Ende dieses Augenblicks hatte : dann wird das Er- 
gebnis gröfser als der wirkliche Fallraum. So erhalten wir fiir 
den m"° Augenblick als Fallraum 

— • • tg oder — ■ ~ ig. 

Der Gesamtfallrauna wird also: 

oder 8a -^ ^,(/ (1 + 2 + 3 + ■ 

Demnach wird *i ^ 2^ ^^9 {}■ ) 

Nimmt man » ^ <>=, so folgt : 
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Durch Anwendung ähnlicher Schlüsse zeigt man, dafs der 
Inhalt eines Dreiecks durch die Formel 1= -^gk bestimmt wird 
(g GrundUnie, h Höhe). Man zieht in gleichem Abstände -Par- 
allelen zur Grundlinie und bebandelt die entstandenen Streifen 
als Rechtecke. 

AntUierhung. Die Reihe der Kuben ist eine Reihe höherer Ordnung. 
1, 8, 27, 64, 125, 216 
7, 19, 37, 61, 91 

12, 18, 24, 30 

6, 6, 6. 

Büdet man die Differenzen der Glieder, dann die Differenzen der Diffe- 
renzen 11. 8. w., Bo findet mftn, dafa erat die dritten Differenzen gleich worden. 
Man unterscheidet Reihen n"' Ordnung als solche, deren n" Differenzen gleich 
werden. Wir führen nur einige Satze an, die man leicht durch voiktändige 
Induktion beweist. (Vgl. des Verfassers ,100 Aufgaben" S. 112 und unten § 25.) 

l. + 2' + 8' + -- + »'^ "'" + """ + " . 
l. + 2'-f3» + ---+»'=[=-^]' 

l. + 2' + 3' + - + n-- "'" + """+,V""'^"~^ 

§ 22. Cleometrisctie Reihen. 

Eine geometrische Reihe entsteht dadurch, dafs jedes Glied aus 
dem vorhergehenden durch Multiplikation mit einer bestimm- 
ten Zahl q erhalten wird. Sie wird also allgemein dargestellt wie 

folgt: S = a-i- äq + aq^ -\- äg;^ -\ h «2"-'. (106) 

Bezeichnen wir das letzte GUed durch (, so wird: 

(^oy— 1 (107) 

Multiplizieren wir Gl. (106) mit g und subtrahieren, so folgt: 
Sq ~ S = aq' ~ a, 

also: s=a^^^^ (108) 

Vergleichen wir (108) mit (106), so folgt die identische 
Gleichung (Formel): 

—-,' = 't^ = 1 + 3 + 3' + • ■ • + «■-'. (109) 
Wenn wir die fünf Gröfsen und die unter denselben b&- 
stehenden zwei Gleichungen ins Auge fassen, so erhalten wir zehn 
Grundaufgaben. 
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1. Sind a, q, S gegeben, also», ^unbekannt, so erhält man: 

,.^(ii^L?_l_i (110) 

Ist 2 und die rechte Seite dieser Gleichung positiv, so findet 
man itlr n einen einzigen reellen Wert, Indem wir die unzäh- 
ligen übrigen Lösungen dieser nicht algebraischen, sondern tran- 
scendenten Gleichung vemaehläsaigcn, finden wir: 

Zu ähnlichen oder noch einfachem Ergebnissen gelangt man 
bei denjenigen Aufgaben, in welchen unbekannt: 
o, (; a, S; q, n; q, S; n, t; n, S; t, S. 

2. Ist a, q unbekannt, so erhält man die Gleichung n"" Grades: 

«■(i--|)-«"^' + i = »- ■ ■ ■ ("" 

Dieselbe ist eine sogenannte trinoraische (aus drei Gliedern be- 
stehende) und hat eine (unbrauchbare) Wurzel q ^ l. Ihre weitere 
Theorie gehört der Schulmathematik nicht an. 

3. a, n unbekannt. Man erhält aus (111): 

«■«■0-|) = 3--4-i- ■ ■ ■ ("2) 
Hieraus bestimmt man j" und dann durch Logarithmierung q. 

4. q, t unbekannt. Hier erhält man die Gleichung n^" Grades 

„g- _- Sg -I- S _ O; = 0. . . . (113) 

Auch diese Gleichung ist trinomisch und besitzt die unbrauchbare 
Wurzel q = \. 

5. Aus (109) folgt: 

j^=l+a: + xa + --- + X—' + ^-^- 
Wenn wir nun n sehr grofs, — 1 <: a; < 1 annehmen, so sinkt x" 
zu einem Betrage herab, der nicht mehr berücksichtigt zu werden 
braucht. Daher dürfen wir auch setzen: 

ii^ = l+^ + *' + ^' + (11*) 

Denken wir uns diese Reihe bis ins Unendliche fortgesetzt, 
so findet die Gleichheit beider Ausdrücke in unterschiedsloser Weise 
statt. Solche unendliche Reihen spielen in de^ Mathematik eine 
höchst bedeutsame Rolle. Wäre ea erforderlich, die ganze un- 
endliche Vielheit ihrer GKeder zu berechnen, so würde eine solche 
Reihe sinnlos sein. Daher mufs es möglich sein, sich bei den 
unendlichen Reihen auf eine gewisse Anzahl Glieder zu beschrän- 
ken. Dies ist der Fall , wenn in einer geordneten Reihe von 

"■■■ - ^-'-~-^-' 



leiBem gewissen Oliede ab die Summe aller übrigen, positir genom- 
men, unter einen beliebigen noch so kleinen Zahlenwert herabsinkt, 

Aufgabe. Wieviel Glieder mUfete man berechnen, wenn in 
(114) 3^ = 12 und Übereinstimmung auf 7 Decimalstellen gefor- 
dert würde? 

l£gung. Es mufs sein 

j^ < 0,0000001; a;- < i2T-i-(|-i; 

^ loff 12 — log 11 
Man findet n > 183, Die Beihe wäre also in diesem Falle ohne 
jeden praktischen Wert. 

6. Man kann die Reihe 114 benutzen, um einen periodischen 
Decimalbruch in einen gewöhnlichen Bruch zu verwandeln. Be- 
züglich der entgegengesetzten Verwandlung bemerken wir: 

Sei^ eine von 2 und 5 verschiedene Primzahl; es sei 10" — 1 
durch ^ teilbar' und 10" — 1 ^ ^p; dann erweitem wir den Bruch 
- mit a und finden: 



= am(10-" + 10-'" +■■■■) 



m am 10 " » 

Wir erhalten also einen periodischen Decimalbruch , und zwar 
einen solchen mit n Stellen, wenn 10" die kleinste derartige Po- 
tenz ist, dafs 10" — 1 durch p teilbar wird. 



Bdan bemerke: 












101— 1 =3!, 
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- 1 = 3S ■ 
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10« — 1 = S' 
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10»- 


- 1 = 3« . 
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■271; 


10> — 1 = 3» . 


37; 
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-1 = 3«. 


37 
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■ 13. 

Hiernach liefert -ö-""<i"Q" ßi"ß einstellige, tj eine zweistel- 
lige, nij-j eine fünfstellige Periode u. s. w. 

Weil 1001 durch 7 und 13 teilbar ist, liefert jede Sstellige 
Zahl zweimal nebeneinanderstehend eine ÖsteUige darch 7 und 
13 teilbare Zahl. — Die Zerlegung der Zahlen 10" — 1 in Prim- 
faktoren ist eine ^ehr interessante und nützliche Übung. Es mag 
aber an den Satz erinnert werden, dafs man bis V^^ alle Prim- 
zahlen durchprobieren mufs, ehe man sicher sein kann, dafs N 
keinen Teiler besitzt, also selbst Primzahl ist. Um zu erkennen, 

' Eine solche Zahl n ist, wie sich zeigen läCst, immer Etngebbai. 

— -Mgk 



dals 271 Primzahl ist, mufs man sich überz eugen , dafe 271 nicht 
teilbar ist durch alle Primzahlen unter V^271. 

Die geometrischen Reihen höherer Ordnung, wie die folgende: 

1, k*, h', Ä'», A'» Glieder der Reihe, 

Ä', A*, A', A* erste Quotienten, 

A', A» ft' zweite Quotienten. 

kann die Schnlmathematik ganz unbeachtet lassen. 

§ 23. Anwendnng auf Zinaeszinsreclinang. 

Zinsen sind Pacht für geliehenes Geld (Kapital). Ein Ka- 
pital trägt 4 Prozent {^"la) Zinsen, soll heifsen : je 100 Ji bringen 
4 Ji jährlich Zinsen. Bei manchen Geldinstituten, z. B. bei den 
Sparkassen ist nun die Bestimmung getroffen, dafe nicht abge- 
hobene Zinsen zum Kapitale hinzugefügt und weiter verzinst wer- 
den. Hiernach stellen wir die Aufgabe: 

Jemand legt bei einer Sparkasse a Ji zinsbar an. Wie hoch 
beläuft sich seine Forderung am Ende des m**" Jahres, wenn er 
niemals die Zinsen abgeholt hat und die Sparkasse Einlagen mit 
z Prozent verzinst? 

Ij&swng. Am Ende des ersten Jahres beträgt das Guthaben : 

« (1 + lüö) = «^■ 
Die Zahl ^ ist unabhängig vom Kapital a und einzig abhängig 
vom Zinsfufae z. Daher wird das Guthaben am Ende des zweiten 
Jahres , indem für a jetzt af eintritt , a$^ sein. Hieraus folgt, 
dafs am Ende des k*™ Jahres die Forderung S die Gröfse besitzt : 
S = ap" (115) 

Da in dieser Gleichung vier Gröfsen vorkommen, so führt sie zu 
vier verschiedenen, in logarithmischer Ausführung leichten Aufgaben. 

Aufgabe, In wieviel Jahren verdoppelt sich ein Kapital bei 
der Zinseszinsbehandlung? 

JJiswng. Hier soll S ^ %a sein, daher nach (115) 

2=j>-i« = gj ai") 

Erhebt man die erstere (116) in die 10" Potenz, so folgt: 
2» ^ yon ^ 1024. 
Daher wird ein Kapital bei Zinseszinsbehandlung sich in lOn Jahren 
mehr als vertausendfachen. Die Sparkasse setzt dieselbe nur 
eine bestimmte Anzahl (30) Jahre fort. 

Die Zunahme eines Waldhestandes, die Vermehrung der Be- 
völkerung eines Landes u. s, w. vollzieht sich nach ähnlichen Gesetzen 
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wie die Vermehrung eines Kapitals durch Ziasesziusbehandlung. 
Man kann daher auf einschlägige Fragen die Formel (115) an- 
wenden, doch nicht ohne gewisse Einschränkungen, auf welche 
hier nicht eingegangen werden soll. 

Aitfgabe. Jemand leiht a Ji von einer Sparkasse zu z^l^, 
zahlt aber, um seine Schuld zu tilgen, nicht 2:%, sondern mehr. 
Wieviel hat er zu zahlen, wenn die Tilgung am Ende des «"° 
Jahres erfolgt sein soll? 

I/immg. Die Sparkasse zahlt einmal a Ji, der Schuldner 
zahlt nmal eine gleiche Teilsumme h ^M Beide würden von ihrem 
Öelde den zur Vermehrung desselben geeignetsten Gebrauch ge- 
macht haben, wenn sie es der Zinseszinsbehandlung unterzogen 
hätten, und zwar zu dem vereinbarten Zinsfüße 2. Damit der 
Ausgleich ein gerechter sei, muTs am Ende des w'"' Jahres der 
von der Sparkasse auf diese Weise erzielte Geldbetrag gleich sein 
dem durch die Teilzahlungen des Schuldners hervorgebrachten. 
Erstem ergiebt Gl. (115). Die erste Teilzahlung des Schuldners 
dagegen untersteht der Zinseszinsbehandlung n — 1 Jahre , die 
zweite n — 2 Jahre, die vorletzte 1 Jahr, die letzte gar nicht, 
da sie den Abschlufa herbeiführt. Daher ist der Gesamtwert 
aller Teilzahlungen: 

, = hp—^ + ip"' + ... + bp + l = bf^\- (117) 

Also muTa sein ap" =^ h —^zTi (118) 

Zahlt der Schuldner nicht z, sondern x Prozent, so zahlt er 
für a e^ b =^ ^Qlji 

und dann wird x = -■■ , ■ 

Die Ausfuhrung geschieht nach der folgenden Rechnungs- 
vorschrift : 
logp= ; f^ ; logz= \ log Z= \_ 

nlogp= ; p" — 1 =^ ; nlogp^= { log (p^ — 1) = f 

logZ= log X = 

X = 

Da Gleichung (118) vier Gröfsen a, p, b, n enthält, so sind 
wieder vier Aufgaben möglich, von denen diejenige, welche p als 
Unbekannte aufstellt, für die Schulmathematik ausfallt. 

Aufgab. Eine Gutsherrschaft hat die Verpflichtung, nach 
je n Jahren eine gewisse Zahlung von a Ji za leisten. Seit der 
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letzten Zahlung sind m Jahre verfioBsen. Wieviel hat die Guts- 
herrschaft zu zahlen, um ihre Verpflichtung fllr immer abzulösen? 

Lösung. Unmittelbar nach der Zahlung der Summe a mufs 
ein solcher Rest x bleiben, dafs er durch Zinseszinsbehandlung in 
n Jahren zu dem Betrage a -\~ x anwächst. Daher: 
X ■ p' = a -\- X. 

Ist X bestimmt, so folgt als gegenwärtige Ablösungssumme 
xp". Der in p steckende Zinsfufs ist vertragsmäfsig (gesetzlich) 
zu bestimmen. 

§ 24. Die Lehre von den imaginSren CrSfsen. 

Sind a und b irgendwelche reelle Zahlen, so heilst der Aus- 
druck a -\-bi eine komplexe Gröfse, a d er reell e, bi der 
imaginäre Teil, «^ + b^ die Norm und V^a^ _|_ ja^ positiv 
genommen, der absolute Betrag der komplexen Gröfse. 

1. Leh*-»atz. Sind zwei komplexe Gröfsen einander gleich, 
so ist der reelle Teil gleich dem reellen, der imaginäre gleich 
dem imaginären. 

Beweis. Ist a-\~ bi^ c -\- dt, 

so ist auch a — c = ((/ — b)i. 

Wird quadriert, so folgt: 

(a — c)3 = — (d — i)2 
oder {« — c)2 + (rf _ 6)3 = o. . . . (119) 

Die Summe zweier positiven Grölsen kann aber nur dann null 
sein, wenn jede deraelben für sich null ist. Also a = o, d = h. 

2. Lehraat». Die Summe der absoluten Beträge von zwei 
komplexen Gröfsen ist gröfser als der absolute Betrag der Summe. 

Beweis. Die komplexen Gröfeen seien a -\- bi und c -\- di. 
Dann wird behauptet, es sei 

Ya^ + 62 + -[Tc^'d^ > Y(ä+'cY + (i + d)8 (120) 

Dies wäre richtig, wenn nach geschehener Quadrierung und Sub- 
traktion gleicher Gröfsen dieselbe Ungleichheit bestehen bliebe, 
oder wenn wäre ya^ + h^ yc^ -\- d^ '> ac -\- hd. 

Das wäre wiederum richtig, wenn wäre 
aäd'ä + h^c^>2acbd 
oder wenn (o rf — 6 c)^ > 

wäre, was sicher der Fall ist. Hiermit ist die Ungleichung (120) 
bewiesen. 

ScbweiLng. AiltbmetEk and Algebra. 

D,.3-iz*dt/Güoyk' 



ZoMenbeispiel. ^ -\- 4i und 5 -|- 12t. Die Summe der ab- 
soluten Beträge ist 5 + 13 ^ 18, der absolute Betrag der Summe 
ist 8 1/5 = 1/320. Ist ad = bc oder 



80 geht (120) in eine Gleichung über. Der Satz gilt, da er für 
zwei Summanden bewiesen ist, sofort für eine beliebige Anzahl 
von Summanden. 

3. Lehreatz. Ein Produkt aus komplexen Gröfeen ist nur 
dann null, wenn mindestens einer der Faktoren nuU ist. (Viertes 
Multiplikationagesetz.) 

Beweis. Aus der Annahme (a + 6t) (c + dt) ^ folgt 
nach dem ersten Lehrsatze ac — bd = und ad + 6c = 0, 
also abc = b^d = — a^d; ahd ^ a^c ^ — b'^c. 

Daher ist («a -|- js) d = o ; (ö= + ä^) c = 0. 

Diese beiden Gleichungen können nur zusammen bestehen, wenn 
entweder « ^ und 6^0 oder wenn c ^ und d =^ ist, 
d. h. wenn entweder « + ii ^ oder c -\- di=^ ist, was zu 
beweisen war. 

AIb Eaupteigenschaft der komplexen GrOIsen müssen wir diejenige be- 
zeichnen, d&b dieselben bei algebraischer Behandlung immer wieder eine kom- 
plexe Grobe als Endergebnis zeigen. Denn mit dieser Eigenschaft steht es im 
innigsten Zusammenhange , dsTs der Begriff einer „unmöglichen' LOsnng nach 
Einführung der komplexen GrB&en ans der Algebra verschwindet. Jede Glei- 
chung n'™ Grades hat « Wurzeln: dies ist der Hauptlehrsatz der 
Algebra, den die Schnlntathematik freilich nicht zu beweisen hat. 

4. Lehrsatz. Die Division zweier komplexen Qröfaen ergiebt 
eine komplexe Gröfse als Quotienten. Denn es ist: 

„j-bi _ (a + bi)ic-di) _ ac+bd+(be-ad)i . . 
c + di [c + di){c-di) c' + d" ■ '■^^■'-' 

c — di und c '\- dt heifsen konjugierte Gröfsen. 

5. Ijehreat». Die Quadratwurzel aus einer komplexen Gröfse 
ist eine komplexe Gröfse. Sei 

yV+'bi=x + yi, .... (122) 
dann folgt x^ — y^ ^ a, 2xy = b (1. Lehrsatz), also x^ -j- y^ 
= V^ + *^' ^"^"^ zwar positiv genommen. Hiemach folgt: 

2 a;3 = Yä^~^~b^ + « , 2 y^ = Ya^^h^ — a. 
Demnach sind x und y reell, da ihre doppelten Quadrate po- 
sitiv sind. Die Vorzeichenzuordnung fQr x und y bestimmt die 
Gleichung: 2xy = b. 
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a;* + 6a!a = — 25; ar* — lOa;" = -„ 169; «« + Ua;* 
e. ZehrstUx. Jede komplexe Gröfse kann in die 
bracht werden (Nonnalfonn) : 

o + 6i = r (co3 tp + t sin ¥), . . . (123) 
wo r positiv ist. Denn r cos f ^^ a, r ain f = b, 
also: r^ ^ a^ -\- b^, coa f ^ -, sin <f = — 

Somit ist f immer bestimmbar und dm'chwandert , je nach den 
Vorzeichen der Gröfsen a, b alle Werte von 0" bis 360". Man 
erinnere sich dabei der Formeln: cos (180" + tp) = — cos 9, 
st« (1800 + 9) = — sin 9, cos (180" — 9) = — cos 9, sin (180" — 9) 
= sinf, cos (360" — 9) = cos 9, sin (360" — 9) = — si» 9. 

Übungen. Man gebe den komplexen Zahlen — 1 + 2i, 
3 + 2i, 1 — 4i, — 5 + 6i, — 7 ~ 2i die Normalform. 



inus des Winkels 9 ist 
im zweiten Quadranten, 
itzen Winkel « gefunden 



Anleitung für — 1 + 2 ». Der Kosin 
negativ, der Sinus positiv, also liegt q 
Sei 9 ^ 180 — o. Dann wird für den spit 
tga=2; a = 63» 26', 1. 

7. Lehrsalz. Man beweist durch Ausrechnung nach den 
Ädditionstheoremen : 

cos(a + §) + isi»(^ + ff) = (oosa + mMa)(cosß + isiMp). (124) 
Hieraus folgt durch die Annahme a = ß : 

cos (2 a) -\- i sin (2 1) = {cos ai -{- i sin a)^, 
und wenn man wieder mit cos a -\- i sin a multipliziert, mit Hälfe 
von (124) : cos (3 «) + i sin (3 a) = {cos 1 -\- i sin a)\ 

Allgemein beweist man tOr jedes ganzzahlige n durch voll- 
ständige Induktion den Moivr eschen (spr, Meuwr) Lehrsatz: 
cos (na) + i sin («a) = (cos a -\- i sin a)-. . (125) 

8. Lehreats. Ist r = l/a^-j- ja un^i a-\-bi^r (cos 9 + i sin 9), 
so zeigt man leicht, dais 

a: = l^r (cos J + i sin ^) . . . (126) 

eine Lösung der Gleichung ist : ar" = a + fei (127) 

Unter ]/r verstehen wir in (126) lediglich den positiven Wert 
dieses Ausdrucks. Die übrigen Wurzeln der Gleichung (127) er- 
hält man als 
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. = VV [», {l + '-^) + i * (J + !^)], (128) 

wo m irgend eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 
Passende Übungen liefert besonders die Gleichung a;" ^ 1. 

Weil mit Hülfe der logarithmiech - trigonometrischen Tafeln die Glei- 
chang (127) Bebr einfacb, gelSat, also die allgemeinste Aufgabe der Radikation 
sofort erledigt werden kann , so crh&lt durch die Lehre von den imaginären 
Gröfeen die Algebra einen befriedigenden Abschlufe. Demgemäla gelten Glei- 
chongen, welche auf die Aufgabe (127) zurttckführbar sind, als algebraisch 
lOsbar. Schon die allgemeine Gleichnng fOnfteo Grades entzdeht sich jedoch 
dieser ZurUckfUhrbarkeit. 

Auch die imaginftren and komplexen Gröfeen lassen sich, wie Ganfe ge- 
zeigt hat, anschaulich darstellen. 

§ 25. Der binomische Lehrsatz. 
Wenn man das nBinora" a + 6 zu verschiedenen Potenzen 
erhebt und die dabei auftretenden Zableukoefficienten aufschreibt, 
so erhält man eine (Pascalsche) Tafel folgender Gestalt: 
1 1 
12 1 
13 3 1 
14 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 
1 6 15 20 15 6 1 
1 7 21 85 35 21 7 1 u. s. w. 

Die Ableitung jeder wagerechten Reihe aus der vorhergehenden 
ist einfach. In den schrägen Reihen zeigen sich die Zahlen : 
1, 2, 3, 4, 5, 6 . . . 
1, 3, 6, 10, 15, 21 . . . 
1, 4, 10, 20, 35, 56 u. s. w. 
und die Gesetze: 

1 + 2 = 3, 1 + 2+ 3= 6, 1 + 2+ 3+ 4 = 10, 
1 + 3 = 4,1+3+ 6=10,1 + 3+ 6 + 10 = 20, 
1+4--5, 1 + 4+10=15, 1 + 4 + 10+20 = 35 u. s. w. 
Das Wesen und die Grundlage dieser Erscheinungen bildet 
der binomische Lehrsatz , den wir kurz folgendermafsen aus- 
drücken : 

(l+»)-^l+«a; + '^~ga»=+ ''''7'»''~^' a;«-|— .(129) 
Das allgemeine Glied dieser Reihe ist 
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Nun erhält man aber diesen Ausdruck als Koef&cienten von 
a;* in (129), wenn man nur für n einsetzt m + I. Ist also (129) 
fftr die Zahl n richtig, so ist sie auch richtig fUr m + 1. Für 
» ^ 2 ist aber Gl. (129) richtig, folglich auch für n + 1, also 
für 3. Nun gilt (129) für « = 3, also nach Obigem auch für 
» + 1 oder für 4. Dieser Kettenschlufs (vollständige Induktion) 
setzt sich ins Unendliche fort, und somit ist der Satz (129) für 
jede ganze positive Zahl n bewiesen. 

Als Anwendung diene zur Auflösung der Gleichung afi = 2 
die Berechnung von (l — x)", wo n möglichst grofs, etwa «^20 
genommen werde. 

1. Ersetzt man in (129) x durch -, so erhält man: 

(a + 6)'. = a~ + „a— i6 + '^''-a'-^6a_|_... + Ä-.. (130) 

Denn es ist dann (1 + a;)" = ^^~-— . Multipliziert man also 
mit 6", so folgt (130). Ersetzt man b durch — b, so erhält man 
eine Formel für (a — b)". Zur Anwendung berechne man (x ■ — 2)^^, 
wenn »3 = 6 ist. 

2. Die EoefBcienten der Reihe (129) sind ihrer Natur nach ganze Zahlen. 
Nnn ISfet sich der Satz beweisen (s. u. § 27) ; Ist keine der ganzen Zahlen 
a and b durch die Primzahl p teilbar, so ist auch das Produkt ah nicht durch p 
teilbar. Daher kann, wenn (1 -i~ ^)'' entwickelt wird, in keinem der Eoeffi- 
cienten der anftretende Faktor p gegen den Nenner wegfallen. Also ist 
(1 -\- x)f — 1 ^ x^ immer durch p teilbar. Durch vollatSndige Induktion leitet 
man hier&us &b, dal^ a^ — a immer durch p teilbar ist, und hieraus folgt, daJs 
«'' - • — 1 immer den Faktor p enthält. (Lehrsatz des Fennat.) 

3. Multipliziert man (1 + ^)'" und (1 -|- x)" nach Entwick- 
lung von (129) miteinander, so findet man als Koefficienten von a;^ 

^öi^+»„+"-i;^-ü=<=±^u^^. (131, 

Zur Übung bestimme man den Koefficienten von x^, x* u. s. w. 



Das Ergebnis läfst sich jedesmal voraussehen. Ebenso bestimme 
man die Koefficienten voq x und x^ in dem Produkte 

{\j^xY-{x^xY-{\^xY U. S. W. 
Ebenso bestimme man die Koefficienten von x^, x*, x^ u. s. w. in 
dem Produkte; (1 + x)"- (1 — x)". 

4. Die geachickte Benutzung und weitere AusMinuig der nnter 3 an- 
gegebenen Qednnken ermöglicht es, den binomisclien Lehrsatz auch auf nega- 
tive, gebrochene, ja auf komplexe Werte der Exponeaten auszudehnen. Da 
aber in allen diesen Fällen (129) eine unendliche Reihe wird, so ist sehr genau 
die Eonvergenzbedingong zu beachten. Die Schulmatliematik mufe auf eine 
strenge Behandlung dieser Fälle verzichten. 

5. Setzen wir in (129) m ^^ — 1, so folgt eine Reihe, die 
mit (114) Übereinkommt. Für n =^ — 2 wird 

(1 + x)~^ = l — 2x + Sz^~ix3-\ (132) 

Multiplizieren wir rechts und links mit 1 + 2a; + x^, so bleibt- 
rechts nur 1 Übrig, alle sonstigen Glieder heben sich auf. Dennoch 
würde es ein Irrtum sein, wollte man annehmen, dafs (132) für 
beliebige Werte von x Geltung habe. Nur wenn (a;) < 1 , wo 
(x) den absoluten Betrag von x bedeutet, ist (132) ohne weitere 
Einschränkung gültig. Dieselben Bemerkungen machen wir, wenn 
n irgend eine negative ganze Zahl bedeutet. Zur Übung berechne 
man den Koefficienten von x'^ in dem Produkte 

(1 +a;)-3-(l + x)-<^ u. s. w. 

6. Ist der Exponent eine gebrochene Zahl, so gelten ähnliche 
Bemerkungen. Es ist 

a+x)*=VT+^=l+ii-ia;ä + j'5.«-j|g »;' + .. -(133) 

Bricht man beim dritten Gliede ab und quadriert, so wird: 

l -f^ X = 1 -\- X — j X« -{- ^x*, 

was also nur dann annähernd wahr ist, wenn x klein genug ist. 
Indes kann man (133) benutzen, um aus Zahlen die Quadrat- 
wurzel zu ziehen. Sei A = a^ -\- b, wo a^ die A nächste Qua- 
dratzahl, also h positiv oder negativ ist, dann wird 

YA = l/aä_^6 = a ]/"l + ^,. 

Nun ist (133) mit Nutzen anwendbar. Ebenso findet man für 
die Kubikwurzel, wenn A = a^ -\- b ist: 

.16 16", 



l/^ = o]/^l - 



Soll z. B. yl berechnet werden, so finden wir logariüiimsch : 

a = 1,913, 
daher a' = 3,659569, a» -= 7,000755497. 

FolgUeh ist b^ — 0,000755497, 

mithin 3^» = " 0,000068815. 

Also: V"7"= 1,912931185. 

Dies i8t bis auf neun Stellen richtig, wie die mit IHnfstelhgen Tafeln 

auszuführende Berechnung des folgenden Gliedes g-j zeigt. 

7. Man beachte, dafs (133) links zweiwertig, rechts dagegen 
eindeutig ist. Die Lösung dieser Fragen gehört in die Reihen- 
theorie, Mit Hülfe des binomischen Lehrsatzes kann man ein- 
fache Ableitungen der Exponential- und logarithmischen Reihen 
geben. (Vgl, d, Verf. „100 Aufgaben', Anhang.) 

8. Betrachtet man das aus n Faktoren 1 + ax, 1 + hx, 
1 -f Ca; u. s, w. gebildete Produkt und ordnet nach steigenden 
Potenzen von x, ao entstehen als Koefficienten der einzelnen Po- 
tenzen gewisse Bildungen aus den n Gröfeen a, b, c, . . ., welche 
man Kombinationen derselben nennt. Der Koefficient von 
x'' enthält die Kombinationen h^' Klasse. Ihre Anzahl ergiebt sich 
durch die Annahme a = 6^c = .,,^=l mit Hülfe des bino- 
mischen Lehrsatzes, — Eine andere Gattung von Kombinationen 
geht aus dem Produkte 

hervor, wenn man jeden Paktor in eine Reihe (lli) entwickelt 
und dann die Reihen multipliziert. Auch hier erhält man die 
Anzahl der Kombinationen jeder Klasse mit Hülfe des binomischen 
Lehrsatzes durch obige Annahme. 

§ 26. Gleichungen hSheren (irades. 

Wir haben uns mit den Gleichungen wiederholt beschäftigt 
und Gleichungen ersten und zweiten Grades lösen gelernt. Hier- 
mit ist für die Schulmathematik ein passender AbschluTs ge- 
wonnen ; denn man kann zeigen, dafe die Lösung der genannten 
Aufgaben sich so weit erstreckt wie die Lösung geometrischer 
Aufgaben durch Kreis und gerade Linie, durch Zirkel und Lineal. 
Nicht jedesmal führt eine durch die genannten Hülfsmittel lös- 
bare geometrische Aufgabe bei algebraischer Behandlung sofort 
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auf eine Gleichung zweiten Grades. Vielmehr kann der Grad der 
Endgleichung sehr hoch sein. Aber dann ist es immer möglich, 
die Lösung der Gleichung auf die Lösung mehrerer quadratischen 
Gleichungen zurückzuführen. 

Über die hohem Gleichungen selbst bemerken wir folgendes: 

1. Lehraatz. Wenn der Ausdruck 

1,^3^ + Oiaf-"- + OiSf-^ -\ \-an . (134) 

für a; =; a null wird, so ist die rechte Seite der Gleichung (134) 
durch X — a teilbar. 

Beweis. Nach unserer Voraussetzung ist: 

= «" + oi^»"-' + a2«"-*H h ««, 

daher auch: 

y = :r" — «" + 0,(0:"-» — a--') + -. + a,_i(a: — a). (135) 

Nun ist aber nach der Lehre von den geometrischen Reihen: 

x'" — OL'" = (x — a) {x"- ' + aaf-* -{- a^x"-^ -\ }-=''""')■ 

Folglich scheidet sich bei allen Gliedern der rechten Seite von (135) 
ein Faktor x — a ab. Setzt man denselben heraus , so tritt in 
die Klammer ein Ausdruck (n — 1)*™ Grades. Also wird: 

^^(a: — a)(a;— ^ + fti«"-» 4 h ö„-i), (136) 

was zu beweisen war. 

Hat eine Gleichung wie (134) die Eigenschaft, dafs ihre 
rechte Seite null wird für x = a und x ^= ^, so kann nach (136) 
und Lehrsatz 3 S. 66 dies nur dadurch geschehen, dafs der Faktor 
(« — 1)"" Grades für a; = ß verschwindet. Wendet man also nun 
dieselben Schlüsse an, so ergiebt sich, daTs die rechte Seite von 
(134) in diesem Falle durch {x — a) (jj — ß) teilbar sein raufs. In 
dieser Weise kann man fortfahren. Hat man für einen Ausdruck 
«*"" Grades genau m Werte, für welche er verschwindet, etwa 
«i, «2» ■ ■ ■ "■"' so ergiebt sich die identische Gleichung: 
x" + aix"-' + «23!"-* + ■■■ + «« = 

^x-a,)(x-«^)... (x~a,). . . (137) 
Da nun die rechte Seite für keinen andern Wert als für die 
n Werte «i , og , . . . . a, verschwindet , ao ergiebt sich der 
wichtige 

2. Lehrsatz: Eine Gleichung n**" Grades kann nicht mehr 
als « Wurzeln besitzen. 

Zur Übung bildet man Gleichungen a*"", 4*"' Grades, welche 
gegebene Wurzeln besitzen. Femer bildet man Gleichungen 3*" 
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Grades, welche eine, Gleichungen 4**° Grades, welche zwei ganz- 
zahlige Wurzeln haben, und zerlegt die Gleichung nach der Formel 
(137). So hat die Gleichuug 

(x + 1) {a. + 2)(a; + 3) — « (« + 1) (a + 2) = (138) 
die Wurzel x ^ a — 1. Man bestimme die beiden andern. 

3, Aufgabe. Einen gegebenen Ausdruck «**" Grades durch 
einen gegebenen Ausdruck m**" Grades zu dividieren; w > m. 

Zö9ung. Ordnet man beide Ausdrücke nach fallenden Po- 
tenzen von X, so erkennt man, daTs der Quotient, wenn die Auf- 
gabe überhaupt lösbar sein soll, ein Ausdruck (« — »w)"" Grades 
ist; daher der Ansatz: 

X" -^ Oix'-'^ -\- oax"-^ 1- ff» 

= (x" + Sia;'"-i-f Ja^^-'H hM 

. (x—" + c^x"--"-' -\- c^cc"-'"-^ H hc™-m). (139) 

Vergleicht man die EoeMcienten der gleichen Potenzen, 
80 folgt; f^^j)^^ p^^ 

«2 ^ Öj + 6l Ci + C2, 

«3 = Sg + Äg Cl + Äl Ca 4- 



(140) 



Die Gleichungen bestimmen die c eindeutig. Dafs diese Be- 
stimmung die einzig mögliche ist, folgt aus dem Lehr- 
satze 2; denn Gleichung (139) soll für jeden Wert von x richtig 
sein. Dies wäre nicht mOglich und nur für höchstens n Werte 
zu erreichen , wenn nicht jeder Koefflcient in der geordneten 
Gleichung (139) verschwände. — Die Gleichungen (140) bilden 
ein System von n Bestimmungen unter den n — m Unbekannten 
Ci, Ca, ... c»-m' Daher ist die Aufgabe überbestimmt und nicht 
allgemein lösbar. Dagegen ist es immer möglich, den Quotienten 
^ , wo P ein Ausdruck k*™, Q ein solcher m*^ Grades ist , in 
die Form zu setzen: /* ^ o i ^ (141) 

wo B vom (n — »*)*"' und S vom (wt — l)"*" Grade ist. Der- 
artige Ausdrücke nennt man ganze Funktionen von x, also: 

P= oox" + aiar"-' + a^x"-'' H h ««■ (142) 

Gleichungen «'™ Grades löst die Schulmathematik durch blofses 
Probieren , falls ihre Koefficienten gegebene Zahlen sind, — Auf 
GleichuDgen dritten Grades stöfst man in der Stereometrie bei der 
Eörperbestimmung sehr häufig, z. B. wenn man einen Cylinder 
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berechnen will, dessen Inhalt gegeben und dessen Höhe um eine 
bestimmte Gröfse den Gmndkreisradius Übertrifft. 

i. Jede Gleichung m**" Grades kann so umgeformt werden, 
dafs das zweithöchste Glied fehlt. Ist die gegebene Gleichung: 

X- +oix"-' + a3X»-iH + a. ^0, 

so set^e man x =^ y — '^- Die Richtigkeit ergiebt sieh aus dem 
binomischen Lehrsatz. Die allgemeinste Gleichung dritten Grades 
kann also die Form annehmen: 

x^-\-px-\-q = 0. • ■ ■ ■ (143) 
Setzen wir x = tf -j~ s, so folgt : 

x^ — Sxj/z — y* — z^ = Q. 
Bestimmen wir also : — Syz ^= p, — y^ — s'^=q 



^=-i-i/(f)'+(fr.l 



(U4) 



30 erhalten wir die Lösung der Gleichung (143) (Cardanische 
Formel). Die Ausziehung der Kubikwurzel zur Bestimmung von 
y ist dreideutig. Ist aber y festgesetzt, so ist z durch die Glei- 
chung 3^2 ^ — p ohne alle Mehrdeutigkeit bestimmt. Das Vor- 
zeichen der Quadratwurzel in (144) ist gleichgültig, da y und z 
vertauschbar sind. Gleichung (143) besitzt also immer 3 nnd 
nur 3 Wurzeln. Sind p und q reell , y* aber komplex , so 
mufs auch z^ komplex, aber infolge der Gleichungen (144) und 
— 3y« =:p konjugiert zu y sein. Die Summe a; = y + « ist 
also in diesem Falle reell, und die Gleichung hat drei reelle 
Wurzeln. Aus der Identität 

(x — Ol) (x — «2) {x — «ä) = i''* + «1 ^ + a2X-\-aB (145) 
folgt : «1 + oa + «8 = — «1. 1 

Ol 03 + da (»8 + «3 o, = oa, J . . . (146) 
"1 «a "3 = — «s. J 
Die linken Seiten der Gleichungen (146) nennt man die einfachsten 
symmetrischen Funktionen der Wurzeln, Jede andere sym- 
metrische Funktion, z. B. a," -j- a," -)- oj läfst sich durch dieselben 
darstellen. 

5. Als Beispiele wählen wir: 

a;B _ 6a: + 4 = 0; a:» + 9a; — 10 = 0. 

Für die erste wird y^ ^ — 2 + 2 i und nach dem Moivreschen Satze 

arj = 2, ara = — 1 — VZ, x^ = — 1 + V^- 
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Für die zweite wird yS ^ 5 _)- 2 l/l3- daher : 

^1 = 1/M- 2 1/13 + 1/5^ 2 1/13. 
Die wahre Natur der Lösung erkennt man hieraus nicht. Es ist 
nämlich: (l±^y = 5 + 2 l/lS. 

6. Wenn eine Gleichung zweiten Grades so beschaffen ist, 
dafs ihre Koefficienten wieder von der Lösung einer Gleichung 
zweiten Grades abhangen, so können diese Koefficienten nur eine 
Wurzelgröfse enthalten. Also mufs die Gleichung die Form haben ; 

a:a + (m + « V^)x + p+ 2V^=0. . (147) 
Hieraus folgt: 

(a^a -\^ mx -\- p)^ — D (nx + y)s = 0. . (148) 
In diese Form muTs also jede Gleichung vierten Grades ge- 
bracht werden können, welche sich auf die Lösung von zwei quadra- 
tischen Gleichungen zurückführen läfst. Daher setzen wir: 

«* + Ol «8 -|- oj a^ -[- og a, + «i = (a:3 + m x + p)2 — D (» a; + g-)". 
Es mufs also sein: 

2m ^ Ol, 2p -\- m^ ~ Dv? ^ 03, 2,mp — 2Dnq = a^, 
p2 — j)q2 — (i^_ 
Hieraus folgt: 

7)jt3^ 2p -{-m^ — 02, Bq^^p^ — a^, 2Dnq = 2mp — a^. 
Daher: 4 {2p + m^~ 03) (p" — a^) ^ {2mp — 03)". (149) 
Da m ^ ^- ist, so bleibt eine Gleichung dritten Grades für p 
zu lösen. Die von uns aufgeworfene Frage, welche Gleichungen 
vierten Grades auf zwei quadratische zurückführbar seien, hat 
also eine ganz andere Beantwortung erhalten. Wir haben näm- 
lich gefunden, dafs jede Gleichung vierten Grades sich mit HlÜfe 
mner Gleichung dritten Grades auflösen läfst. 

Entwickelt lautet (149), die Resolvente der Gleichung 
vierten Grades: 

8p^ — 4 Oa^a — (8 «i — 2 Ol ag) p — «1^0* + 4 03 04 

— 08^ ^ (150) 

Für die reciproken Gleichungen, wo Oi^obt o*^1i wird ^^1, 
Ön3 = 2 + -j- — oa ; daher : 

(:.' + I «,+ 1)' = (2 + "i^ -.,).>. 
Für «1 =; Og = wird p"^ = aj oder 2p = a^. 

„,,,_.di» Google 



Ist die Gleichung! vierten Grades gegeben: 

a''x*-\-4:b^x''—6abx^ + Aa^x + b^ = 0, . (151) 
so lautet die Resolvente nach leichter Umformung: 



(^ + ^' 



7. Wir haben oben gesagt, dafs man Gleichungen höhern 
Grades, deren Koef&cienten gegebene Zahlen sind, durch Probieren 
löst. Selbstverständlich wird man dieses Probieren methodisch 
vornehmen. Ist also x = a ein angenäherter Wert, so aetet 
man x =^ i -\- h in die Gleichung ein , vernachlässigt die hohem 
Potenzen Ä^, Ä* u. s. w. und bestimmt so die kleine Gröfse h 
durch einö Gleichung ersten Grades. So erhält man eine zweite 
Annäherung, von der man dann in derselben Weise zu einer 
dritten u. s. w, gelangen kann. 

Wollen wir z. B. die Gleichung a;* ^ 1 lösen , welche mit 
der Konstruktion des regelmäTsigen Neunecks zusammenhängt, 
so ist: x^—l = (x»~l){x^-\-x»+l) = 0. . (152) 

■ Aus a:» + a:B + 1 = folgt x^ + ~ + 1 = 0, und wenn 
man setzt : x -\ — ^ y, 

»■-^3si+l = (153) 

^ = — 2; — 8 + 6+1= — 1, 
» = — 1; -1 + 3+1= 3, 
y= 0; — + 1= 1, 
>/= 1; 1 — 3 + 1= — 1, 
!/= 2; 8 — 6+1= 3. 

Hieraus folgt, dafs je ein Wert von y zwischen den Werten 
— 2 und — 1 ; und 1 ; 1 und 2 liegt. Setzen wir etwa y ^ 0,5, 
Befolgt; 0,125 — 1,5 + 1= — 0,375. 

Pürj( = 0,4wird 0,064 — 1,2+ 1 = — 0,136; 
für y= 0,3 0,027 — 0,9+1= 0,127. 

Demgemäfs setzen wir y ^ 0,3 + A 
und flnden; g' = 0,027 + 0,274 
— St, = — 0,9 —3* 

1 = 1 

= 0,127 — 2,734; * = 0,046. 
Daher die zweite Näherung y = 0,346. 

Die dritte wird y = 0,347292 = 2 008 80"; und dieser Wert 
ist erst auf der sechsten Stelle ungenau. 



■ Eutnonunen der Theorie der lemaiakatischeii Funktionen. 
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§ 27. Einige Sätze Bber Teilbarkeit der Zaiden. 

1, Sind zwei ganze und positive Zahlen a und b jede 
durch die ganze Zahl m teilbar, so nennt man m den gemein- 
samen Teiler der beiden Zahlen. Haben zwei ganze Zahlen 
aulser der Einheit kein gemeinsames Mafs (gemeinsamen 
Teiler), so nennt man sie relative Primzahlen. Wenn a 
und b beide durch m teilbar sind, so sind auch a -f- 6 und a — b, 
ra, rh, ra — sb durch m teilbar. Denn ist a ^= fm, b = gm, 
m ist: „+6^m{/ + i/); {a~b)=^mif — g); 

ra= rfm ; ra — sh =^ m {rf — s^r). 
Also der Quotient bei der Teilung durch m ist in allen diesen 
Fällen eine ganze Zahl. Denn r, s, f, g u. s, w, sind ganze Zahlen. 

2. Avfgahe. Man bestimme den grölsten gemeinsamen Teiler 
der ganzen Zahlen a und b. 

Löaung. Sei a > 6 und i in a als Quotient cmal enthalten, 
wobei der Rest d bleibe. Dann ist rf < 6 , und es entsteht die 

Gleichung: a = bc -\- d (154) 

Wenn nun a und b den gröfeten gemeinsamen Teiler m haben, 
so mufs. m auch gröfster gemeinsamer Teiler von b und d sein. 
Hiermit ist die Aufgabe auf eine leichtere zurückgeführt; denn 
es ist a > b und b ";> d. Fabren wir also fort und bilden der 
Reihe nach die Gleichungen: 

a^bc + di 

b = dci -|- e; 

d = ec+f; 



m ^ ncr + p, 
so muTs dieses Verfahren einmal schliefsen, und zwar entweder 
so, dafs p ein genauer Teiler von n ist — dann löst p die Auf- 
gabe — , oder so, dafs p ^^ 1 wird — dann sagen wir : a und 6 
sind relative Primzahlen. 

Beiaptele. a ^ 112, fi ^ 63; a = 37, i = 25 ; 
112 = 1-63-1-49, 37 = 1-25 -f- 12, 
63-^1-49 + 14, 25 = 2-12-1- 1. 
49 = 3 ■ 14 + 7. 
14 == 2 ■ 7. 
112 und 63 haben also den gröfsten gemeinsamen Teiler 7, 
37 und 25 sind relative Primzahlen. 
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3. Lehraatg. Wenn a und h beide den Primteiler p. nicht 
enthalten, so ist auch das Produkt ab nicht durch p teilbar. 
Beweis. Sei a >p, SO bilden wir die Reihe der Gleichungen: 
a ^ mip -\- Ci; 

p = 7»2 ci + Ca; 
ci = »% Ca + Cs; 



Ch = »»n + a • C). + I +1. 

Da p eine Primzahl ist, so mufs der Schlufs deB Verfahrens 
so lauten, wie er in der letzten Zeile angegeben ist. Hätte nun 
a b den Teiler p , so würde durch Multiplikation der vorstehen- 
den Gleichungen mit b folgen, dafs bci, hc^, bcs und endlich b 
selbst den Teiler p hätten, was gegen die Voraussetzung ist. 

Gleiches gilt von einem aus mehreren Faktoren bestehenden 
Produkte. 

i. Lehrsatz, Ist a^ = a und a eine ganze Zahl, x aber nicht, 
so kann x niemals genau durch einen Bruch dargestellt werden. 

Beweis. Angenommen, die Behauptung sei nicht richtig, son- 
dern es sei x = -■ Dann können p und q von allen gemein- 
samen Teilern befreit werden, und es würde folgen: 

P' ^ q" • a (155) 

Hat nun q den Primteiler a, so hat p denselben nach der Vor- 
aussetzung nicht, wohl aber hätte ihn das Produkt p", was dem 
vorigen Satze widerspricht. — Also ist die Lösung der Gleichung 
a;» ^ a eine ganze Zahl, oder sie ist irrational. 

5. Wenn a ^ b -\- fm, so schreibt man nach Gauls : 

a=:=bim)dm) (156) 

und spricht: ,a ist kongruent b nach dem Modul m". Für 
diese Beziehungen, welche man Kongruenzen nennt, gelten 
ähnliche Rechnungsgesetze wie für Gleichungen. So folgt aus (156): 

a -^ c^=-b -\- c {mod m)\ da^ db {mod m) ; 
aus a^ b (mod m) und c^r^ d (mod m) 

folgt: ac^bd (mod m) (157) 

Die letztere Kongruenz wird folgendermafsen bewiesen. Es ist 
nach der Voraussetzung 

a = b + fm, c = d-\- fm, daher: 
ac = bd'^m(fd-\-fb^ fm), 
somit (157) richtig. 
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Nun hat man: 

10 = 1 (mod 9); 10^ = 1 {mod 9); . . . 10"^ 1 (mod 9). 
Daher ist Jede Zahl des dekadischen Systems ihrer Quersumme 
nach dem Modul 9 kongruent. Hierauf beruht die Neuner- 
probe. Denn nach (157) mufs jedes Produkt kongruent sein dem 
Produkte solcher Zahlen, welche den Faktoren kongruent sind. 
Also muTs die Quersnmme des Produktes, durch 9 geteilt, den- 
selben Rest lassen wie das Produkt der Quersummen der Faktoren. 
Beiapiel. 25 • 23 = 575; 

7- 5 =17 (mod 9). 
Ebenso ist: 

10 --_ — 1 {mod 11); 102 = i {mod 11); l<t'^ — l (mod 11) u. s. w. 
Daher: 

oo + 10«! + lOOda + lOOOoa H ^Oq — Oi + Oa — a» ■ ■ ■ 

(mod 11). 
Hierauf beruht die Entscheidung, ob eine Zahl durch 11 teilbar 
sei, und die Elferprobe. 

Ist bei der Multiplikation ein Fehler begangen, welcher ein 
Mehrfaches von 9 ist, so deckt ihn die Keunerprobe nicht auf. 

Die genannten beiden Proben sind bei jeder gröfsem Multipli- 
kation anzustellen. Noch gröfser wird die Sicherheit, wenn man die 
Siebenerprobe folgen läfst. Dieselbe wird am einfachsten durch 
wirkliche (im Kopfe anzustellende) Division der Faktoren durch 7 
und Multiplikation der kleinsten Reste angestellt. 

£e ist: 
10 = 10, 103 ^ _ 11^ 108 ^ 1, 10* = 10, 106 :^ — 11, 
10« =E 1 (mod 37). 
Hieraus folgt ein einfaches Kennzeichen, ob eine Zahl des deka- 
dischen Systems durch 37 teilbar sei. 



it» Google 



